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1 Einleitung
Im taglichen Leben treen wir eine Fulle von physikalischen Phanomenen an,die durch wissenschaftliche Theorien beschrieben werden. Stromungsmechani-sche Vorgange werden durch die Navier{Stokes{Gleichungen beschrieben.Zusammen mit der Kontinuitatsgleichung und der Energiegleichung bilden siedas Basismodell fur die Beschreibung nahezu aller real existierenden Stromun-gen. Es kann jedoch nicht behauptet werden, da diese Theorie richtig oderfalsch ist. Es ist vielmehr so, da eine Theorie als "brauchbar" angesehen wird,wenn sie sich in moglichst vielen Fallen bewahrt hat, bzw. eine Vielzahl vonFalsizierungsversuchen fehlgeschlagen ist (Popper 1994).Die genannten Gleichungen sind in diesem Sinne als Basismodell zur Unter-suchung physikalischer Vorgange in Stromungen mit Warmeubergang geeig-net. Mittels dieser Gleichungen kann jede beliebige Stromung beschrieben wer-den. Da der Anzahl der Stromungssituationen wie auch der Komplexitat derStromungen kaum Grenzen gesetzt sind, ist es mitunter sehr schwierig, dasvollstandige Modell einzusetzen und zu losen. Gerade in der letzten Zeit sindjedoch durch die hohe Zunahme an Rechenleistung und Speicherverfugbarkeitbei Mircrocomputern immer wieder erfolgreiche Versuche unternommen wor-den, eine Losung der vollstandigen Gleichungen fur einige wenige Spezialfalle zuberechnen. Diese sogenannten direkten numerischen Simulationen (DNS)sind mit einigen schwerwiegenden Nachteilen verbunden.(1) Hoher AufwandAufgrund der Komplexitat der Gleichungen konnen Losungen haug nurmit einem immensen Aufwand an Rechenleistung und den damit verbun-denen hohen Kosten erhalten werden.
2 Einleitung(2) Keine AllgemeingultigkeitDa zur Losung der Gleichungen alle Parameter des Systems festgelegt wer-den mussen, sind Ergebnisse immer nur fur den berechneten Spezialfallgultig. Sichere Vorhersagen fur andere Falle sind nur durch eine vollstandigneue Berechnung moglich.(3) Fehlende Einsicht in physikalische EekteDas zugrundeliegende Gleichungssystem enthalt alle physikalischen Eek-te. Es ist daher nicht moglich, die verschiedenen Auswirkungen der Eektein den Ergebnissen den entsprechenden physikalischen Vorgangen zuzuord-nen.Diesen Nachteilen steht naturlich entgegen, da eine solche direkte numerischeSimulation in bestimmten Fallen ein sehr genaues Abbild der physikalischenRealitat liefern kann. So konnen z.B. nanzielle Aufwendungen fur komplexeexperimentelle Untersuchungen vermieden oder gezielter eingesetzt werden. Fureine quantitative Analyse verschiedener stromungsmechanischer Vorgange, wiesie in der Industrie gefordert ist, werden daher zunehmend komplexe Programm-pakete benutzt, die nahezu eine vollstandige Losung des Basismodells ermogli-chen.Um den physikalischen Hintergrund in stromungsmechanischen Systemen besserzu verstehen, sind jedoch immer wieder einfachere Theorien aus dem Basismo-dell abgeleitet worden. Sie liegen in Form rationaler Modelle vor, die aus dersystematischen Vernachlassigung spezieller physikalischer Eekte im Basismo-dell resultieren (Reduktion des Basismodells). Eine unsystematische Reduktiondes Basismodells fuhrt hingegen zu einem nichtrationalen Modell.Gute Ubereinstimmung der Ergebnisse aus rationalen Modellen mit der phy-sikalischen Realitat sind immer dann zu erwarten, wenn die vernachlassigtenEekte eine untergeordnete Rolle spielen. D.h., sie sind fur den betrachteten Pa-rameterbereich naherungsweise vernachlassigbar. Rationale Modelle sind in derStromungsmechanik in der jungeren Vergangenheit durch die Anwendung der
Einleitung 3Mathematik asymptotischer Entwicklungen hergeleitet worden (Nayfeh (1981),Gersten und Herwig (1992)). Dabei wird davon ausgegangen, da das mathe-matische Basismodell durch die Grenzwertbildung fur einen bestimmten Pa-rameter (Kennzahl) vereinfacht werden kann. Der Grenzubergang entsprichtdann der vollstandigen Vernachlassigung eines bestimmten physikalischen Ef-fektes. In vielen Fallen tauchen in der Realitat gerade solche Stromungen auf,in denen eine Kennzahl sehr gro oder sehr klein ist. Diese Stromungen lassensich dann besonders gut durch asymptotische Grenzlosungen beschreiben (z.B.Prandtl'sche Grenzschichttheorie).Eine sogenannte Storungsrechnung, bei der der entsprechende Parameter alsStorparameter angenommen wird, kann dann eingesetzt werden, um den Fehler,der durch Vernachlassigung des physikalischen Eektes in dem Modell entsteht,systematisch zu untersuchen. Die Vorteile einer solchen Vorgehensweise sindoensichtlich.(1) Einsicht in physikalische Eekte und StrukturDurch die Verwendung asymptotischer Grenzlosungen, gekoppelt mit einerStorungsrechnung mit verschiedenen Parametern, konnen alle physikali-schen Eekte separat untersucht werden. Eine asymptotische Entwicklungist immer an die physikalische Struktur (Skalierung) des Systems gekop-pelt, und lat daher einen tieferen Einblick in die Strukturen eines Systemszu (z.B. Schichtencharakter bei der Umstromung eines Korpers).(2) Geringerer LosungsaufwandIm Gegensatz zu den vollstandigen Gleichungen sind die asymptotischenEntwicklungen in den meisten Fallen weniger komplex und daher einfacherzu losen. In einigen Fallen kann ein mehrdimensionales Problem sogar aufein ein{ oder zweidimensionales Problem reduziert werden (z.B. selbstahn-liche Stromungen).Mit der vorliegenden Arbeit soll ein Beitrag zum besseren Verstandnis desStabilitatsverhaltens von Stromungen mit Warmeubergang geleistet werden.
4 EinleitungDie Untersuchungen basieren auf rationalen Modellen, welche in Kapitel 2aus dem oben erwahnten Basismodell abgeleitet werden. Diese rationalen Mo-delle werden dann fur verschiedene Stromungstypen einer Storungsrechnungbezuglich des Einusses temperaturabhangiger Stowerte unterzogen. Als sinn-voller Storparameter kann eine Heizrate " = BT =T B identiziert werden. DieStorungsrechnung fuhrt auf allgemeingultige Gleichungen fur die verschiedenenEinusse der Stowerte auf die Stabilitat der jeweiligen Stromung. Die Losungder Gleichungen konnen als allgemeingultige Beziehungen dargestellt werden,in denen die einzelnen Eekte in Form von sogenannten Einufunktionenauftauchen. Diese Vogehensweise gewahrleistet zum einen eine maximale All-gemeingultigkeit sowie Einsichtigkeit in die physikalischen Vorgange und zumanderen einen reduzierten Aufwand an Rechenleistung.Die einzelnen Einusse, die ein Temperaturfeld auf die Stabilitat von Stromun-gen hat, konnen mitunter sehr unterschiedlich und vom Stromungstyp abhangigsein. Eine Beurteilung der Eekte ist daher nur durch die Gegenuberstellungverschiedener Stromungstypen sinvoll. Deshalb sind in dieser Arbeit drei unter-schiedliche Stromungstypen untersucht worden.In Kapitel 3 wird die Stabilitat der horizontalen beheizten Fluidschicht(Rayleigh{Benard{Konvektion) mit variablen Stowerten behandelt. In diesemKapitel ist die angewandte Methodik zum besseren Verstandnis etwas ausfuhr-licher beschrieben. Als rationales Modell fur die Stabilitatsanalyse werden hierdie linearen Stordierentialgleichungen mit einem zeitabhangigen Storwellen-ansatz verwendet.Kapitel 4 befat sich mit einer weiteren naturlichen Konvektionsstromung, derStromung an einer vertikalen beheizten Platte. Auch hier werden alle Sto-werteekte mit einer Storungsrechnung untersucht. Es werden zwei mathema-tische Modelle zur Berechnung des Stabilitatsverhaltens angewandt, die PSE{Gleichungen und die erweiterten Orr{Sommerfeld{Gleichungen. Beiden liegt einraumlicher Storwellenansatz zugrunde (s. Kapitel 2).
Einleitung 5Im 5. Kapitel wird dann eine erzwungene Konvektionsstromung, die Grenz-schichtstromung mit Druckgradient und Warmeubergang besprochen. Analogzu Kapitel 4 werden hier sowohl die PSE{Gleichungen als auch die erweiter-ten Orr{Sommerfeld{Gleichungen fur eine lineare raumliche Stabilitatsanalyseeingesetzt. Dabei werden am Spezialfall der ebenen Platte die Unterschiede zwi-schen Ergebnissen der PSE{Gleichungen und Ergebnissen aus den erweitertenOrr{Sommerfeld{Gleichungen in Bezug auf die Stowerteekte geklart.Kapitel 6 befat sich mit den Eekten, die durch Temperaturuktuationen ent-stehen. Es wird erortert, in welchem Zusammenhang eine Vernachlassigungdieser Eekte gerechtfertigt ist, und inwieweit die Annahme eines vollausge-bildeten Stortemperaturfeldes bei der Stabilitatsanalyse von Stromungen mitWarmeubergang der Realitat entspricht.Alle Ergebnisse sind im Sinne der durchgefuhrten Storungsrechnungen als ex-akte Losungen der rationalen Modelle fur " = 0 und als Naherungslosungenfur endliche Werte von " anzusehen. Eine Zusammenfassung der wichtigstenResultate und eine abschlieende Diskussion erfolgt in Kapitel 7.
6
2 Grundlagen
2.1 VorbemerkungenDa es unmoglich ist, alle Methoden, Vorgehensweisen und Ergebnisse der Stabi-litatstheorie im Rahmen der vorliegenden Arbeit erschopfend darzustellen, solleine kurze begriiche Einordnung helfen, die Zusammenhange zu verstehen.Die Stabilitatstheorie der Laminarstromungen hat ihren Ursprung schon imletzten Jahrhundert. Die mathematische Formulierung der bis heute erfolg-reichsten Theorie beruht auf der Methode der kleinen Schwingungen und fuhr-te erstmals 1930 durch L. Prandtl zu Ergebnissen. Einer stationaren Grund-stromung ~U(x; y; z) wird hierbei eine zeitlich veranderliche Storbewegung~U 0(x; y; z; t) superponiert (s. unten). Die als innitesimal klein angenomme-ne Storbewegung wird nun auf ihr Verhalten bei verschiedenen Parametern desSystems (Frequenz der Storbewegung, Reynolds{, Grashof{, oder Rayleigh{Zahl) untersucht. Als stabil werden Stromungen bezeichnet, in denen (kleine)Storungen gedampft werden. Angefachte Storungen lassen hingegen auf eine in-stabile Stromung schlieen. Eine indierente Storung wird weder gedampftnoch angefacht. Sie wird auch als neutrale Storung bezeichnet. Die Kurve ei-nes Stabilitatsdiagramms, auf der alle neutralen Zustande eines Systems liegen,heit demnach neutrale Kurve oder Indierenzkurve. Das Minimum einersolchen Kurve bildet der Indierenzpunkt oder kritische Punkt (Kkrit).Jenseits dieses Punktes benden sich, eingeschlossen von der neutralen Kur-ve, alle instabilen Zustande eines Systems (Stromung), auerhalb davon allestabilen Zustande.
Vorbemerkungen 7Inzwischen sind die Untersuchungen zur Stabilitat laminarer Stromungenfortgeschritten, und es sind vielfache Erweiterungen dieser einfachen Theo-rie entwickelt worden. Daher ist der Begri der hydrodynamischen Stabi-litat/Instabilitat nun auch sehr stark unterteilt worden. Instabilitaten, die inStromungen auftreten, welche nicht ihrerseits schon aus einer Instabilitat einesinertialen Grundzustandes hervorgegangen sind, nennt man primare Instabi-litaten. Wird ein instabiler Grundzustand durch Uberlagerung einer Storgroein einen anderen, stabilen oder instabilen Zustand uberfuhrt, so kann dieserdurch Uberlagerung einer weiteren Storbewegung gleicher oder anderer Artdestabilisiert werden. Diese Instabilitat wird dann sekundare Instabilitatgenannt. Wahrend primare Instabilitaten in Form von Storbewegungen auf-treten, die dem Grundzustand uberlagert sind und ihre Energie direkt demGrundzustand entziehen, sind sekundare Instabilitaten auf das Vorhandenseinder primaren Storungen "angewiesen". Sie benutzen die primaren Storungensozusagen als Katalysator zur Energieaufnahme aus dem Grundzustand.Eine weitere Unterscheidung trit man zwischen Scherstromungsinstabi-litat und Schichteninstabilitat. Letztere tritt z.B. bei der Rayleigh{BenardKonvektion auf. Hierbei wird eine horizontale Fluidschicht unter Schwerkraf-teinu von unten beheizt. Der uber die Fluidschicht auftretende Tempe-raturgradient resultiert in einer instabilen Schichtstruktur, bei der schwereskaltes Fluid uber leichtem warmem Fluid geschichtet ist. Bei Uberschrei-tung einer bestimmten Temperaturdierenz zwischen Ober- und Unterseite derSchicht kommt das Fluid "plotzlich" in Bewegung, und es bildet sich eine Zell-struktur aus (s. Kapitel 3). Weitere Schichtstromungsinstabilitaten treten beider Taylor{Couette{Stromung und bei der Zellularkonvektion als Folge vonKonzentrationsschichtungen auf.Scherstromungsinstabilitaten trit man vor allem bei erzwungener Konvektion,wie z.B. der Rohrstromung und der Grenzschichtstromung an. Anders als beider Schichteninstabilitat erfolgt der Ubergang dieser Stromungtypen in einenanderen Zustand bei Einsetzen der Instabilitat nicht "plotzlich", sondern erst
8 Grundlagenganz allmahlich. Der Ubergang wird hier Transition genannt und bezeichnetden komplexen Vorgang der Entwicklung einer laminaren Stromung bis hin zurvollturbulenten Stromung. Abbildung 2.1 stellt schematisch diesen Vorgang fureine Plattengrenzschicht dar. Wenn in der Literatur falschlicherweise von Um-schlag (laminar/turbulent) gesprochen wird, so ist damit immer der gesamteBereich der Umbildung einer Stromung vom Laminaren zum Turbulenten ge-meint.
οο
turbulente Strömung












*Abb. 2.1 : Schematische Darstellung des TransitionsprozessesAbbildung 2.1 zeigt eine in der Aufsicht und Seitenansicht skizzierte Platte,die von der linken Seite her mit der Geschwindigkeit U1 uberstromt wird. Inder sich zunachst ausbildenden laminaren Grenzschicht (0) werden nach Er-reichen einer kritischen Reynolds{Zahl Rekrit wellenformige, primare Storun-gen (Tollmien{Schlichting{Wellen) beobachtet, deren Amplituden stromab an-wachsen. Durch das Anwachsen dieser primaren Storungen wird die Stromung
Vorbemerkungen 9instabil gegenuber dreidimensionalen sekundaren Storungen (2). Diese bildendann durch Uberlagerung dreidimensionale Strukturen, die sogenannten {Wirbel (3). Ein darauf folgender Zerfall dieser Strukturen und das raumlichsowie zeitlich unregelmaige Auftreten von stetig anwachsenden Turbulenz-ecken (4) (engl.: turbulent spots) beenden schlielich den Transitionsvor-gang (Retrans). Ein Merkmal des nun folgenden vollturbulenten Bereichs (5)sind kleinere langgezogene Gebiete, in denen eine verminderte Stromabkompo-nente der Geschwindigkeit festgestellt werden kann (engl.: streaks).Zur Modellierung all dieser komplexen Vorgange sind entsprechend komplexeTheorien entwickelt worden, die bis heute jedoch noch keine genaue Aussageuber den Transitionsvorgang zulassen. Dennoch sind viele dieser Theorien geeig-net, einen tieferen Einblick in den Ablauf des Transitionsprozesses zu gewinnen.In der praktischen Anwendung wird jedoch immer noch auf moglichst einfacheMethoden zuruckgegrien, welche eine schnelle und einfache Aussage uber denZustand der gerade untersuchten Stromung ohne groes Detailwissen zulassen.Eine solche recht einfache Methode ist die sogenannte eN{Methode, die fol-gendes besagt: Der Transitionsvorgang ist abgeschlossen, sobald das Verhaltnisvon anwachsender zu anfanglicher Amplitude der Storbewegung den Wert eNerreicht. Der Wert der Zahl N mu jedoch, empirisch bestimmt, fur den zuuntersuchenden Stromungstyp vorliegen (s. z.B. Arnal (1984)).Die eN{Methode basiert auf der raumlichen Stabilitatsanalyse (engl.: spatialmode analysis) welche die raumliche Entwicklung der Storgroen analysiert.Im Gegensatz dazu wird bei einer zeitlichen Stabilitatsanalyse (engl.: timemode analysis) die zeitliche Entwicklung einer Storbewegung an einer be-stimmten Stelle beobachtet. Es hat sich herausgestellt, da beide Methodennicht auf beliebige Instabilitatsformen mit Erfolg anwendbar sind. Vielmehr istes notig, zwischen konvektiver Instabilitat und absoluter Instabilitat zuunterscheiden.Eine Stromung heit konvektiv instabil, wenn eine in die Stromung eingebrachte
10 GrundlagenStorung angefacht wird, jedoch fur alle Zeiten den Ort der Entstehung verlatund diesen daher nicht mehr beeinut. Eine solche Stromung ist z.B. die Grenz-schichtstromung uber einer ebenen Platte. Im Gegensatz dazu werden Stromun-gen, bei denen eine entsprechende Storung auf Dauer am Ort der Entstehungverweilt, absolut instabil genannt (Drazin und Reid (1981), Huerre und Mon-kewitz (1990)).Fur den erstgenannten Typ von Stromungen erwartet man immer eine raumli-che Entwicklung der Storgroen. In diesem Fall existiert ein ortlich festgelegterIndierenzpunkt, von dem aus stromab der Ubergang laminar/turbulent ein-geleitet wird (s. Bild 2.1). Eine theoretische Untersuchung, basierend auf derraumlichen Stabilitatsanalyse, ist hier gerechtfertigt. Es besteht jedoch auchdie Moglichkeit, als "auf der Stromung mitreisender" Beobachter eine zeitlicheAnalyse durchzufuhren (s. Kapitel 2.2.3). Dieser Ansatz ist in jedem Fall einfa-cher. Die Ergebnisse lassen sich jedoch nur uber eine entsprechende Umrechnung(Gaster Transformation) mit experimentellen Ergebnissen bzw. denen derraumlichen Analyse vergleichen.Bei Vorliegen absoluter Instabilitat hingegen entwickeln sich die Storungenraumlich wie zeitlich gleichermaen. Es wird also ein Anwachsen der Instabi-litat am Ort der Entstehung zu verzeichnen sein. Der Transitionsvorgang solcherStromungen vollzieht sich plotzlich, der Begri Umschlag ist hier treender. DieRayleigh{Benard{Konvektion, oder die Nachlaufstromung hinter einem Zylin-der sind typische Vertreter dieses Typs.Die Vielzahl der erwahnten Ausdrucke sind Folge der immer besseren Kenntnisder physikalischen Vorgange , die sich z.B. in einer laminaren Grenzschichtim Transitionsbereich abspielen. Eine ausfuhrliche Erlauterung dieser Begriendet sich u.a. in Oertel und Delfs (1996) oder Schlichting und Gersten (1997).In der vorliegenden Arbeit soll der Einu der Warmeubertragung auf die Sta-bilitat von Stromungen erortert werden. Um die verschiedenen Aspekte diesesEinusses erfassen zu konnen, werden sowohl Stromungen bei naturlicher Kon-
Grundgleichungen 11vektion als auch bei erzwungener Konvektion untersucht. Desweiteren wird eineUnterteilung in Scherstromungsinstabilitaten (erzwungene Konvektion an derhorizontalen ebenen Platte, freie Konvektion an der vertikalen beheizten Platte)und Schichteninstabilitaten (Rayleigh{Benard Konvektion) vorgenommen.Die Beeinussung der Stabilitat einer Stromung durch ein Temperaturfeld istnur uber die beteiligten Stowerte moglich. Diese sind in einer realen Stromungimmer temperatur{ und druckabhangig. Besonderes Augenmerk wird in dieserArbeit auf die Temperaturabhangigkeit der Stowerte gelegt. Eine asymptoti-sche Entwicklung der Stogroen nach der Temperatur und eine entsprechendeEntwicklung aller abhangigen Groen in dem jeweiligen Problem, soll zu Er-gebnissen fuhren, die es erlauben, mehr Einblick in die verschiedenen Beein-ussungsmechanismen zu gewinnen und die verschiedenen Eekte sauber von-einander zu trennen. Zunachst sollen jedoch die mathematischen Modelle zurBeschreibung der unterschiedlichen physikalischen Systeme im anschlieendenKapitel vorgestellt werden.2.2 GrundgleichungenDie theoretische Analyse der Stabilitat von Stromungen unter dem Einu einesTemperaturfeldes erfordert die Formulierung eines geeigneten mathematischenModells. Ausgangspunkt dieser Formulierung sind die Erhaltungsgleichungenfur Masse, Impuls und Energie zusammen mit der Stokes'schen Hypothese,dem Newtonschen Reibungsgesetz und dem Fourierschen Warmeleitungsgesetz.Im allgemeinen Fall (dreidimensional, variable Stowerte) lauten sie (White(1974)):@@t +r~U = 0 (2.1)D~UDt = (   st)~g   rpm + @@xj 24 0@@ui@xj + @uj@xi 1A  23ijr ~U35(2.2)
12 GrundlagencpDT Dt = T DpDt +r (rT )+ 24 0@@ui@xj + @uj@xi 1A  23ijr ~U35 @ui@xj (2.3)Die Gleichungen (2.1){(2.3) stellen, erganzt um die entsprechenden Stogeset-zen, das mathematische Basismodell zur Beschreibung aller Stromungen New-tonscher Fluide mit Impuls{ und Warmeubertragung dar. Aus wissenschafts-theoretischer Sicht (Popper (1994)) gilt dieses Modell als bewahrt. Das Modellhat sich also in allen Situationen, in denen es bisher zum Einsatz gekommenist, als "brauchbar" erwiesen und wird daher auch kaum angezweifelt.Die Gleichungen (2.1){(2.3) sollen im folgenden als die "allgemeinen Grundglei-chungen" bezeichnet werden, aus denen dann systematisch die rationalen Mo-delle zur Beschreibung des Stabilitatsverhaltens der verschiedenen Stromungenhergeleitet werden.An dieser Stelle sei noch angemerkt, da der in der Impulsgleichung (2.2) auf-tretende modizierte Druck pm nicht identisch mit dem Druck p in der ther-mischen Energiegleichung (2.3) ist, sondern dem Dierenzdruck zwischen stati-schem und Gesamtdruck, also dem dynamischen Druck entspricht. Diese Tatsa-che ist jedoch nur von Bedeutung, wenn die Druckabhangigkeit der Stowerteberucksichtigt werden mu, was in der Regel jedoch nicht der Fall ist und hiernicht Gegenstand der Untersuchungen sein soll.2.2.1 Lineare StordierentialgleichungenIm nachsten Schritt werden die Gleichungen (2.1){(2.3) entdimensioniert, undes werden anschlieend die linearen Stordierentialgleichungen hergeleitet. AlsBezugsgroen dienen die Bezugslange LB, die Geschwindigkeit UB, die Tempe-raturdierenz BT , sowie alle Stowerte im Bezugspunkt B; B; cpB; B unddie Erdbeschleunigung g. Die Aufspaltung aller abhangigen Groen in einen
Grundgleichungen 13Anteil a(x; y; z) fur die mittlere Bewegung und einen Anteil a0(x; y; z; t)fur die uberlagerte Storbewegung fuhrt, unter Vernachlassigung der quadrati-schen Terme in a0 (lineare Theorie) und Subtraktion der die mittlere Bewegungbeschreibenden Gleichungen, zu folgendem Gleichungssystem:@0@t +r0~U + ~U 0 = 0 (2.4)0~U @ui@xj + 0B@@~U 0@t + ~U 0 @ui@xj + ~U @u0i@xj1CA = K10~e rp0m+K2 @@xj 8<:0 240@@ui@xj + @uj@xi1A  23ijr ~U359=;+K2 @@xj 8<: 240@@u0i@xj + @u0j@xi1A  23ijr ~U 0359=; (2.5)cp 0@@0@t + ~Ur0 + ~U 0r1A + 0cp + c0p ~Ur = K3r 0r + r0+K 12 K4 8<:h 0  + B + 0i DpDt +   + B Dp0Dt 9=;+K4 8<: 0 240@@ui@xj + @uj@xi1A  23ijr ~U35 @ui@xj 240@@u0i@xj + @u0j@xi1A  23ijr ~U 035 @ui@xj 240@@ui@xj + @uj@xi1A  23ijr ~U35 @u0i@xj 9=; (2.6)Eine Ubersicht uber die dimensionslosen Groen gibt Tabelle 2.1. Die dimensi-onslosen Kennzahlen K1{K4 sindK1 = gLBU2B ; K2 = BBUBLB ; K3 = BBBcpBBUBLB ;K4 = UBBcpBBT BLB :
14 GrundlagenDie Gleichungen (2.4){(2.6) beschreiben das Verhalten von dreidimensionalen"kleinen" Storungen in dreidimensionalen Stromungsfeldern bei variablen Sto-werten. Da hier noch keine Aussage uber den zu untersuchenden Stromungstypgemacht wurde, gelten diese Gleichungen fur gemischte Konvektion sowie auchfur die Grenzfalle der reinen naturlichen und der reinen erzwungenen Kon-vektion. Die Kennzahlen K1 { K4 sind historisch bedingt nach bekannten For-schern benannt und werden in der Literatur durch die Abkurzungen K1 = Fr 2,K2 = Re 1, K3 = Re 1Pr 1 und K4 = EcRe 1 angegeben.Tabelle 2.1: Dimensionslose Groen der Grundgleichungenxi ui u0i p p0  0xiLB uiUB ui 0UB p   pBBUB2 p0BUB2 T    T BBT  T 0BT  0  0 cp c0p  0   0B 0B B 0B cpcpB cp0cpB B 0B BT  0BT Fur die im folgenden angestrengten Untersuchungen ist die mathematische Ba-sis durch das Modell (2.4){(2.6) vollstandig beschrieben und braucht in denspeziellen Fallen nur noch angepat zu werden.Anmerkung: In dieser Arbeit wird nicht auf Dissipationseekte eingegangen(Ec! 0) (s. Kapitel 2.3.2).2.2.2 Parabolische Stabilitatsgleichungen fur Grenzschicht-stromungen (PSE{Gleichungen)Bei der Untersuchung von Grenzschichten hinsichtlich ihrer Stabilitat wird da-von ausgegangen, da sich die Stromungsgroen in Stromungsrichtung nur we-nig andern, wahrend quer zur Stromungsrichtung starke Anderungen auftre-ten. Diese Annahme fuhrt auf die sogenannten PSE{Gleichungen (Bertolotti(1991)). Sie stellen ein rationales Modell zur Beschreibung der Entwicklung
Grundgleichungen 15von Storungen dar und lassen sich aus den Stordierentialgleichungen mittelsder Methode der multiplen Skalen (engl: multiple scale analysis) ableiten.Es sei x die Hauptstromungsrichtung und y die dazu senkrechte Richtung(2D-Stromung). Eine betragsgleiche Anderung einer Stromungsgroe (zB. u)benotigt in x{Richtung eine langere Strecke Lx als in y{Richtung Ly. Diesecharakteristischen Strecken werden als Langenskalen bezeichnet. Man kann nuneinen kleinen Parameter " = Ly=Lx, den Skalenparameter, einfuhren. Mittelsdieses Parameters wird der schwachen Abhangigkeit der Grenzschichtstromungvon der x{Richtung formal durch die folgende Schreibweise Rechnung getragen:u = u("x; y); v = v("x; y); p = p("x; y);  = ("x; y) : (2.7)Nach Einfuhrung der neuen Variablen x = "x lautet die Kontinuitatsgleichungim Fall konstanter Stowerte fur die Grundstromung"@u@x + @v@y = 0 : (2.8)Die Gleichung zeigt, da die Normalenkomponente der Geschwindigkeit v imVergleich zur Parallelenkomponente u um die Groenordnung " kleiner ist. EinGroenordnungsabgleich ergibt fur den Geschwindigkeitsvektor ~U = fu; "vg.Die Storbewegung ist jedoch im Gegensatz zur Grundstromung keineswegs nurschwach veranderlich in Hauptstromungsrichtung. Es ist vielmehr so, da dasStorgroenproblem sowohl von einer kurzskaligen Variablen ~x als auch von derlangskaligen Variablen x abhangt. Formal wird daher die Storbewegung (hier:u0) als u0(x; y; t) = u0(~x; x; y; t) geschrieben, und es gelten die Beziehungen~x := x und x := "x. Ableitungen nach x ergeben dann@u0@x = @u0@~x @~x@x + @u0@x @x@x = @u0@~x + "@u0@x : (2.9)Diese streng mathematische Formulierung des Problems bedeutet nichts ande-res, als da eine Storbewegung aus einem Anteil mit kurzskaligem Verhalten
16 Grundlagenund einem Anteil mit langskaligem Verhalten besteht. Eine sich raumlich ent-wickelnde 2D{Storwelle wird daher ublicherweise zuu0(~x; x; y; t) = û(x; y) exp0B@i 264 ~xZ~x0 ̂()d   !t3751CA + c:c: (2.10)angesetzt. In Gleichung (2.10) stellt û(x; y) die Amplitudenfunktion derStorungsbewegung dar. Der exponentielle Anteil beinhaltet den Stabilitatspa-rameter, dessen Realteil r die Wellenzahl der Storung ist. Der Imaginarteil ientscheidet uber Anfachung (i < 0) bzw. Dampfung (i > 0) der Storung. !ist die dimensionslose Frequenz der Storung.Mit der Formulierung (2.10) ergeben sich die Ableitungen der Storgroen inx{Richtung zu@nu0@xn = "(i̂)n û + "  n (i̂)n 1 @û@x + n2 (n  1) in 1̂n 2d̂dxû!+O("2)# exp0B@i 264 ~xZ~x0 ̂()d   !t3751CA + c:c: : (2.11)(2.11) reprasentiert die PSE{Annahme P1 (engl: PSE=Parabolized StabilityEquations) (Bertolotti (1991)):(P1) Die Geschwindigkeitsprole, Wellenlangen und Anfachungsraten sindschwach veranderliche Funktionen von x. Damit sind 2. Ableitungen undProdukte 1. Ableitungen dieser Funktionen nach x vernachlassigbar klein(O("2)).Die zweite Annahme, welcher das hier prasentierte Modell unterliegt, schranktden Anwendungsbereich auf konvektiv instabile Stromungen ein (s.o.). Sie zeigtsich in der Formulierung des Wellenansatzes (2.10) (raumliche Anfachung).Mit dem Ansatz (2.10) erhalt man unter Berucksichtigung von (2.11) aus denStordierentialgleichungen (2.4){(2.6) fur den zweidimensionalen Fall das fol-gende Gleichungssystem:
Grundgleichungen 17Kontinuitatsgleichung:fK0 + "K1g ~	 + "K2~	x +O("2) = 0 (2.12)K0~	 := (i̂u  i!)̂ +  [i̂û + v̂0] + 0v̂K1~	 := (ux + v0) ̂ + v̂0 + xûK2~	x := u̂x + ûxImpulsgleichung:fM0 + "M1g ~	 + "M2~	x + "M3~	̂x +O("2) = 0 (2.13)M0~	 :=  f(i̂u  i!) [û0   i̂v̂] + u00v̂ + u0 (i̂û + v̂0)g+0 f(i̂u  i!) û + u0v̂g  K1̂0 K2 n  û000   ̂2û0   i̂v̂00 + i̂3v̂ + 20 û00   ̂2û+00 (û0 + i̂v̂) + u000 + ̂2u0 ̂ + 2u00̂0 + u0̂00 oM1~	 := ̂ fuu0x + u0 (ux + v0) + vu00g+ ̂0 fuux + vu0g+ fu0xû + v (û00   i̂v̂0) + (ux + v0) [û0   i̂v̂]g+0 fuxû + vû0g   2K2 f   x v̂00   ̂2v̂ + 0x (i̂û  v̂0)+ i̂ (ux   v0) ̂0   i̂v00̂ gM2~	x :=  fu (û0x   2i̂v̂x) + i!v̂x + u0ûxg+ 0uûx K2 n 2i̂û0x   v̂00x + 3̂2v̂x + 4i̂0ûx + 00v̂x   2i̂u0̂xo
18 GrundlagenM3~	̂x :=  i̂xuv̂  K2 f (i̂xû  ̂̂xv̂0) + 2i̂x0û  i̂xu0̂gEnergiegleichung:fE0 + "E1g ~	 + "E2~	x + "E3~	̂x +O("2) = 0 (2.14)E0~	 := cp (i̂u  i!) ̂ + 0v̂ K3  ̂00   ̂2̂ + 0̂0 + ̂00 + ̂0 0
E1~	 := cp ûx + v̂0 + (̂cp + ĉp) nux + v 0o K3 i̂x̂ + i̂x̂
E2~	x := cpu̂x   2K3i̂̂xE3~	̂x :=  K3i̂x̂Der Vektor ~	 ist ~	 = û; v̂; ̂; ̂; ̂; ̂; ĉpT . Das System (2.12){(2.14) stelltein System parabolisierter Dierentialgleichungen dar, dessen Losung das Ver-halten zweidimensionaler Storungen in einer zweidimensionalen Grenzschichtbei variablen Stowerten beschreibt.Die Operatoren K0; M0; E0 sind die bekannten Orr{Sommerfeld{Operatoren(s.u.). Mit den Operatoren K1; M1; E1 wird der Einu der Nichtparallelitatder Grundstromung auf die Storungsentwicklung beschrieben.Die Analyse einer Stromung mittels des Modells (2.12){(2.14) beginnt an einerraumlich beliebigen Stelle x0, die als Bezugsstelle (Entdimensionierung) dient.Von dieser Stelle aus wird das System (2.12){(2.14) stromabwarts integriert.
Grundgleichungen 19Allgemeine Anfachungsrate und Wellenzahl lassen sich aus den Ergebnissen derIntegration bestimmen. Die raumliche Anderung einer Storwelle bezogen aufihre Groe ist durch den Ausdruck1u0 @u0@xgegeben. Nach (2.10) und (2.11) gilt dann1u0 @u0@x = 1̂u "i̂û + "@û@x# : (2.15)Die daraus resultierende physikalisch reale Anfachungsrate (i = Real(̂)) setztsich daher aus zwei Anteilen zusammen.Real (̂) = i =  i + "Real 0@ 1û(x; ymax) @û(x; ymax)@x 1A (2.16)Fur die Wellenzahl (r = Im(̂))gilt entsprechendes.Im (̂) = r = r + "Im0@ 1û(x; ymax) @û(x; ymax)@x 1A (2.17)Da die Anfachungsrate sowie auch die Wellenzahl der Storbewegung an jederStelle y der Grenzschicht anders sein kann, werden diese ublicherweise an derStelle ymax bestimmt. An dieser Stelle ist der Betrag jûj der Amplitudenfunktionmaximal.Bei genauerer Betrachtung des Gleichungssystems (2.12){(2.14) fallt auf, dadie Anzahl der zu bestimmenden Variablen (û; v̂; ̂; ̂; ̂; ̂; ĉp; ̂) sieben istund die der zur Verfugung stehenden Gleichungen mit den entsprechenden Sto-gesetzen nur sechs. Zur Schlieung des Gleichungssystems benotigt man dahernoch eine weitere Gleichung.NormierungsbedingungBetrachtet man noch einmal den Wellenansatz (2.10), so stellt man fest, dabisher noch nicht eindeutig deniert wurde, wie die Abhangigkeit der Storgroen
20 Grundlagenvon der x{Richtung unter der Amplitudenfunktion und der Phasenfunktionaufzuteilen ist. Dazu kann eine willkurliche Normierungsbedingung eingefuhrtwerden, die mit der Annahme P1 vertraglich ist. Mogliche Normierungen sindz.B.@û(x; ymax)@x = 0 oder 1Z0 @û@x ^̂u dy = 0 : (2.18)Anhand von Gleichung (2.16) und (2.17) lat sich die Normierungsbedingungnaher spezizieren. Angenommen, die physikalischen Anfachungsraten und Wel-lenzahlen sind aus Messungen des Verlaufs von u0max bekannt, dann steht damitauch die Groe ̂ fest, da eine Unterteilung nach (2.16) bzw. (2.17) im Expe-riment nicht gegeben ist. Die der numerischen Analyse desselben Experimentsentstammenden Werte ̂ sind dann die Werte, die in der naheren Umgebung von̂ liegen. Sie unterliegen weiterhin der Annahme P1. Es gilt dann: ̂ ̂ = O(").Diese Dierenz stellt den in der Amplitudenfunktion verbleibenden Anteil vonAnfachungsrate und Wellenzahl dar. Da die Dierenz klein ist, erfullen auchdie Amplitudenfunktionen der Storbewegung das Kriterium P1. Umgekehrt istP1 nicht erfullt, wenn gilt: ̂  ̂ = O(1). Damit ist @û=@x von der Groenord-nung O(1), und zweite Ableitungen der Amplitudenfunktionen in x{Richtungkonnen fortan nicht vernachlaigt werden.Die Normierungsbedingung (2.18) ist daher gleichbedeutend damit, einen Expo-nenten ̂ in der Nahe von ̂ zu wahlen. Solange also ̂  ̂ = O(") gewahrleistetist, wird P1 nicht verletzt. Damit spricht nichts dagegen, an Stelle einer Nor-mierungsbedingung in Form von (2.18) einfach ̂ = konst. zu setzen. In einerkleinen Umgebung x ist dies eine gute Approximation unter der Berucksichti-gung der Bedingung̂  ̂ = O(") : (2.19)So hat man den entscheidenden Vorteil, da im Gleichungssystem (2.12){(2.14)die Terme mit @̂=@x herausfallen.
Grundgleichungen 21Bei der numerischen Losung des Problems hat man lediglich darauf zu ach-ten da (2.19) durch entsprechendes "Nachbessern" des Wertes ̂ eingehaltenwird. Ein anfanglicher Schatzwert kann aus der Losung des Orr{Sommerfeld{Problems erhalten werden.Bei dem obigen Gleichungssystem (2.12){(2.14) handelt es sich um ein parabo-lisches Problem. Es werden daher nicht nur die Randbedingungen am oberenRand der Grenzschicht und an der Wand sondern auch die inertialen Randbe-dingungen am westlichen Rand des Integrationsgebietes (x = x0) benotigt. Siekonnten aus einer Losung des Systems fur " ! 0 erhalten werden. Dies ist je-doch in einigen Fallen eine zu grobe Approximation (s. unten), da dadurch alleEekte der Nichtparallelitat verloren gehen. Das System wird dann nur nochdurch die erweiterte Orr{Sommerfeld{Gleichung beschrieben.Eine bessere Moglichkeit besteht in der Berechnung der sogenannten lokalenLosungen des Gleichungssystems.Lokale LosungenZur Erzeugung der lokalen Losungen wird das System (2.12){(2.14) auf einSystem gewohnlicher Dierentialgleichungen zuruckgefuhrt. Dazu wird eineTaylor{Reihenentwicklung aller Groen in der Umgebung der Stelle x0 durch-gefuhrt. Unter Einbeziehung der Methode der multiplen Skalen ergeben sichdann die Entwicklungen fur die entsprechenden Groen zua = a0 + (x  x0) @a@x x0 + : : : = a0 + a1 +O(2) ; (2.20)mit = x  x0 ; a1 = @a@x x0 ; a = u; û; "v; v̂; ; ̂; : : : :Diese Entwicklungen werden in (2.12){(2.14) eingesetzt und es ergibt sich dasfolgende System gewohnlicher DGL'n:
22 GrundlagenKontinuitatsgleichung:fK0 + "K1g ~	0 + "K2~	1 +O("2) = 0fK4 + "i̂1K2g ~	0 +K0~	1 +O("2) = 0 (2.21)Impulsgleichung:fM0 + "M1 + "̂1M3g ~	0 + "M2~	1 +O("2) = 0fM4 + "̂1M2g ~	0 +M0~	1 +O("2) = 0 (2.22)Energiegleichung:fE0 + "E1 + "̂1E3g ~	0 + "E2~	1 +O("2) = 0fE4 + "̂1E2g ~	0 + E0~	1 +O("2) = 0 (2.23)Die zusatzlichen Operatoren K4, M4, E4 sindK4~	0 := i̂0u1̂0 + 1 [i̂0û0 + v̂00] ;M4~	0 := 1 f(i̂0u0   i!) [û00   i̂0v̂0] + u000v̂0 + u00 (i̂0û0 + v̂00)g+01 f(i̂0u0   i!) û0 + u00v̂0g+0 fi̂0u1 [û00   i̂0v̂0]+u001v̂0 + u01 (i̂0û0 + v̂00)g+ 00 fi̂0u1û0 + u01v̂0g K2 f 1 û0000   ̂20û00   i̂0v̂000 + i̂30v̂0 + 201 û000   ̂20û0+001 (û00 + i̂0v̂0) + u0001 + ̂20u01 ̂0 + 2u001̂00 + u01̂000 g ;E4~	0 := (1cp0 + 0cp1) (i̂0u0   i!) ̂0 + 00v̂0+0cp0 i̂0u1̂0 + 01v̂0 K3 1 ̂000   ̂20̂0 + 01̂00 + ̂0 001 + ̂00 01 :
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Abb. 2.2 : Vergleich der Anfachungsraten fur die Blasius'sche Grenz-schicht nach (2.12){(2.14) und (2.24) fur eine Frequenz F =2f 1=U21 = 100  10 6 bei konstanten StowertenDiese Eigenschaft macht sich jedoch in der physikalischen Anfachungsrate inach (2.25) kaum bemerkbar. Die Dierenz betragt hier nur noch ca. 10 4und ist vernachlassigbar. Als Anfangsbedingung fur eine vollstandige PSE{Analyse sind beide Losungen des Systems (2.24) als gleichwertig einzustufen.Die vollstandigen PSE{Gleichungen liefern dann Anfachungsraten, die genauzwischen den aus der lokalen Analyse gewonnenen Werten liegen (s. Abbildung2.2).Zur Erinnerung sei an dieser Stelle noch einmal darauf hingewiesen, da der Pa-rameter ", welcher in den Gleichungen (2.12){(2.14) bzw. (2.24) noch enthaltenist, lediglich aus systematischen Grunden eingefuhrt wurde, um einen Groen-abgleich durchfuhren zu konnen. Bei den Berechnungen spielt er jedoch keineRolle, da diese von der physikalischen Variablen x anstatt von x ausgehen. Imubrigen ist " als Skalenparameter stark an das untersuchte Problem gebundenund enspricht den jeweiligen reziproken das System bestimmenden Kennzahlen(Re 1; Gr 1).
Grundgleichungen 25Bei groen Reynolds{ bzw. Grashof{Zahlen vereinfacht sich das System (2.24)(" ! 0), und man erhalt als Grenzfall die bekannten Orr{Sommerfeld{Gleichungen.2.2.3 Erweiterte Orr{Sommerfeld{Gleichungen fur Grenzschicht{stromungenDie Orr{Sommerfeld{Gleichung ist seit den Anfangen der Stabilitatstheorie be-kannt und vielfach fur die verschiedensten Probleme gelost worden. In ihrerursprunglichen Form beschreibt diese Gleichung das zeitliche Verhalten einerzweidimensionalen Storgroe in einer parallelen Stromung. Sie lautet(u  ĉ) h'̂00   2'̂i  u00'̂ + iRe h'̂0000   22'̂00 + 4'̂i = 0 : (2.26)Der Parameter ĉ ist der komplexe Stabiliatsparameter, dessen Imaginarteil alsAnfachungsrate uber Anfachung und Dampfung einer Storung mit der Wellen-zahl  entscheidet. Anhand der vorliegenden Gleichung lat sich auch sofortsehen, da Nichtparallelitatseekte sowie raumliche und auch zeitliche Zusam-menhange hier nicht berucksichtigt werden (" ! 0). Zur begriichen Unter-scheidung wird eine auf Basis dieses Modells durchgefuhrte Analyse lokaleparallele Analyse genannt, wohingegen mit dem im vorherigen Kapitel her-geleiteten Modell eine lokale nichtparallele Analyse bzw. bei Vorliegen dervollstandigen parabolischen Stabilitatsgleichungen eine nichtlokale nichtpar-allele Analyse durchgefuhrt wird.Fur den Grenzfall " = 0 erhalt man aus den Gleichungen (2.24) die um denEekt variabler Stowerte erweiterten Orr-Sommerfeld{Gleichungen fur ebeneParallelstromungen[K0 M0 E0]T ~	 = f0; 0; 0gT ; (2.27)jetzt aber fur den Fall raumlicher Anfachung.
26 GrundlagenEs konnte der Eindruck entstehen, da der Unterschied zwischen den Ergebnis-sen aus (2.24) bzw. (2.12){(2.14) und (2.27) eindeutig ist und lediglich in derBerucksichtigung des Nichtparallelitatseektes begrundet liegt. Das ist nichtganz richtig, denn es ist zu beachten, da je nach Denition einer Anfachungsra-te (hier (2.16)) auch die Dierenz der Ergebnisse unterschiedlich ausfallt. DieseWillkur in der Festlegung der raumlichen Anfachungsrate fuhrt zu den un-terschiedlichsten Auassungen zum Thema Nichparallelitatseekte (Bertolotti(1991)). Ein unmittelbarer Vergleich beider Modelle ist aufgrund der angespro-chenen nichteindeutigen Denition der Anfachungsrate nur bedingt moglich.2.2.4 Stabilitatsgleichungen fur die horizontale FluidschichtBei der Herleitung des Modells zur Berechnung der Stabilitat einer beheiztenFluidschicht werden wiederum die linearen Stordierentialgleichungen (2.4){(2.6) zugrundegelegt. Da die Untersuchungen sich auf primare Storungen be-schranken, ist von einem physikalischen Zustand auszugehen, in dem sich dasSystem in Ruhe bendet. Die mittleren Geschwindigkeiten sind daher identischnull. Die Stordierentialgleichungen vereinfachen sich zu@0@t +r~U 0 = 0 (2.28)@~U 0@t = K10  rp0 + K2 @@xj 24 0@@ui0@xj + @uj 0@xi 1A  23ijr ~U 035 (2.29)cp 0@@0@t + ~U 0r1A = K3r r0 + 0r : (2.30)Die Fluidschicht habe eine unendliche Ausdehnung in den Schichtparallelen-richtungen x und y. In diesem Fall kann davon ausgegangen werden, da einzweidimensionales Problem vorliegt und es kann der Wellenansatza0(x; y; z; t) = â(z) exp [ikxx + ikyy + ̂t] (2.31)
Grundgleichungen 27fur die Storgroen formuliert werden (a = u; v; w; ; p; ; ; ; cp). Dabei sindkx und ky die Wellenzahlkomponenten der Wellenzahl k in den Schichtparal-lelenrichtungen x und y. ̂ ist der Stabilitatsparameter, dessen Realteil r dieAnfachungsrate darstellt (r > 0: Storungsanfachung; r < 0: Dampfung derStorungen). Es wird hier eine zeitliche Analyse durchgefuhrt, da es sich bei derbeheizten Fluidschicht um ein absolut instabiles System handelt (s.o.). Zwischenden Wellenzahlkomponenten besteht der Zusammenhang k2 = k2x + k2y. Mitdiesem Ansatz ergeben sich aus dem System (2.28){(2.30) nach Eliminationdes Druckterms die Stabilitatsgleichungen fur eine beheizte Fluidschicht beivariablen Stowerten zu̂̂ +  [ikxû + ikyv̂ + ŵ0] + ŵ = 0 ; (2.32)̂ [ikyŵ   v̂0] =  ikyK1̂ (2.33)+K2 n hk2x + k2y v̂0   v̂000   iky k2x + k2y ŵ + ikyŵ00i+ 0 hkxkyû  k2x   2k2y v̂   2v̂00i  00 [v̂0 + ikyŵ]o ;̂ [ikyû  ikxv̂] = K2 f  [   iky k2x + k2y û + ikyû00 (2.34)+ ikx k2x + k2y v̂   ikxv̂00 ] g ;cp ̂̂ + ŵ 0 = K3  ̂00   k2x + k2y ̂ + 0̂0 + ̂00 + ̂0 0 : (2.35)Mit den entsprechenden Stogesetzen fur die Stowerte ; ; , und cp be-schreibt dieses Gleichungssystem das Verhalten innitesimal kleiner Storungenin einer beheizten Fluidschicht bei temperaturabhangigen Stowerten. Da derFall reiner Warmeleitung auf Stabilitat untersucht werden soll, d.h. der Zustandabsoluter Ruhe, existiert keine Grundstromung. Es ist also nur ein Tempera-turfeld vorhanden. Dieses Temperaturfeld wird durch die thermische Energie-gleichung0 0 + 00 = 0 (2.36)
28 Grundlagenbeschrieben. Die Randbedingungen konnen je nach Problemstellung variierenund werden an entsprechender Stelle angegeben (s. Kapitel 3.3).Damit sind die mathematischen Modelle, die fur die Stabiliatsberechnungeneingesetzt werden, vollstandig beschrieben.2.3 Methodik zur Erfassung des Einusses der Warmeubertragungauf die Stabilitat von StromungenBei der theoretischen Untersuchung von Stromungen mit Warmeubergang stelltdie Annahme konstanter Stowerte eine starke Einschrankung der Modelle darund kann in vielen Fallen nicht mehr als rationale Naherung angesehen werden.Eine naturliche Konvektionsstromung z.B. wurde so gar nicht zustande kom-men, da die treibende Kraft, die Auftriebskraft, von einem temperaturbedingtenDichtegradienten herruhrt.Wechselwirkungen zwischen Stromungsfeldern und Temperaturfeldern sind nuruber die temperaturabhangigen Stowerte moglich. Sie konnen jedoch gera-de das Stabilitatsverhalten von Stromungen wesentlich beeinussen. In dieserArbeit werden verschiedene Stromungstypen hinsichtlich dieser Eekte mittelsasymptotischer Methoden untersucht. Daher soll zunachst eine Klassizierungder Stromungstypen vorgenommen werden.2.3.1 Klassizierung der StromungstypenBezuglich der Berucksichtigung temperaturabhangiger Stowerte lassen sichzwei Typen von Stromungen unterscheiden. Zum einen sind dies naturliche Kon-vektionsstromungen, die durch Temperaturgradienten und den daraus resultie-renden Dichtegradienten zustande kommen. Zum anderen sind es Stromungenbei erzwungener Konvektion, welche durch Aufpragung eines Druckgradienteninitiiert werden. Die Kopplung von Temperaturfeld und Stromungsfeld lat sichanhand der Abbildung 2.3 fur beide Falle deutlich unterscheiden.
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Abb. 2.3 : Schematische Darstellung der Kopplung von Stromungs{ und Tem-peraturfeld; a) Schwach gekoppelte Systeme (z.B. Blasius'scheGrenzschicht), b) Stark gekoppelte Systeme (z.B. naturliche Kon-vektion an der senkrechten beheizten Platte)Fur den Fall erzwungener Konvektion lat sich an Schema 2.3 a) also ersehen: Esbesteht eine starke Kopplung nur vom Stromungsfeld in Richtung des Tempe-
30 Grundlagenraturfeldes. D.h. das Temperaturfeld kann nicht ohne Kenntnis des Stromungs-feldes bestimmt werden. Dies gilt sowohl fur das reine Warmeubertragungs-problem (Grundstromung, links) u; v; T , als auch fur das Storgroenproblem(Stabilitatsproblem, rechts) û; v̂; T̂ . Da die Kopplung von Seiten des Tempe-raturfeldes nur schwach ist, sollen Systeme des Typs a) als schwach gekoppelteSysteme bezeichnet werden.Anders stellt sich die Situation in Abbildung 2.3 b) dar. Der hier schematischgezeigte Zusammenhang fur eine Stromung bei naturlicher Konvektion ver-deutlicht eine beidseitig starke Kopplung von Stromungs{ und Temperaturfeldfur Grundstromung und Storgroen. Selbst bei "konstanten" Stowerten (Mit"konstanten" Stowerten ist hier die Boussinesq{Approximation gemeint. DieDichte ist dann eine lineare Funktion der Temperatur, und alle anderen Sto-werte sind konstant.) wird diese Kopplung aufrechterhalten (Auftriebsterm),und es mussen beide Felder simultan bestimmt werden. Eine Berechnung sol-cher Stromungen ist sehr viel aufwendiger als die Berechnung von Stromungendes Typs a). Im Gegensatz zu Typ a) sind dies die stark gekoppelten Systeme.
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Abb. 2.4 : Schematische Darstellung der Kopplung von Stromungs{ und Tem-peraturfeld fur die horizontale beheizte FluidschichtBeide bisher beschriebenen Systeme gehoren zu den Scherstromungen. Ein an-ders geartetes System ist das der beheizten Fluidschicht. Fur diesen Typ vonStromung ist ein entsprechendes Schema in Abbildung 2.4 gezeigt. Bei reinerWarmeleitung (System in Ruhe) existiert hier gar kein Stromungsfeld. Folglich
Einu der Warmeubertragung auf die Stabilitat, Methodik 31gibt es dann auch zwischen Temperaturfeld und Stromungsfeld keinen Kopp-lungsmechanismus. Anders verhalten sich dagegen die Storgroen. Hier gibt essowohl Geschwindigkeits{ als auch Temperaturschwankungen und es existierteine starke Kopplung zwischen beiden. Fur das Stabilitatsproblem gilt hier dasGleiche wie fur Systeme des Typs 2.3 b).Die Art der Kopplung sagt schon einiges uber die "Groe" des Stowerteektesaus. So kann man erwarten, da die Dichte im Fall der naturlichen Konvekti-onsstromungen einen groeren Einu haben wird als alle anderen Stowerte,da der Dichtegradient der eigentliche Antrieb in diesen Stromungen ist. Dahin-gegen ist der Einu der Dichte und der Viskositat bei erzwungener Konvekti-on etwa gleich einzuschatzen. Mit "Groe" ist hier nicht etwa der tatsachlicheWert des Eektes gemeint sondern die asymptotische Groenordnung (s. un-ten). Das Wissen uber die asymptotische Groenordnung ist von entscheidenderBedeutung, will man eine systematische Untersuchung verschiedener Eektedurchfuhren.2.3.2 Asymptotische MethodeIn Kapitel 2.2.2 ist der Grundgedanke der Asymptotik unter dem Begri "Me-thode der multiplen Skalen" schon eimal aufgetaucht. Hier war die Rede voneinem kleinen Skalenparameter (" << 1). Dieser Skalenparameter entsprichtdem Kehrwert der fur das jeweilige Stromungsproblem spezischen Kennzahl.Die Kennzahlen tauchen in den dimensionslosen Bilanzgleichungen als charak-teristische Parameter auf. Es sind z.B. die Reynolds{Zahl, Prandtl{Zahl, oderdimensionslose Kombinationen geometrischer Groen. Haug ist es besonderseinfach, die Bilanzgleichungen fur bestimmte Grenzwerte dieser Kennzahlenzu losen (0 oder 1), da sich die Gleichungen dann stark vereinfachen lassen(asymptotische Grenzlosungen). Da aber gerade das Verhalten der Losungenim Bereich um diese Grenzwerte entscheidend sein und wichtige Informationenfur den ubrigen Parameterbereicht liefern kann, ist es unumganglich, Losungen
32 Grundlagenin der Nahe der Grenzwerte zu erzeugen. Hier konnen asymptotische Theori-en helfen. Im Rahmen einer Storungsrechnung lassen sich dann Grenzlosungenerrechnen, die exakt mit den Losungen der vollstandigen Grundgleichungenubereinstimmen. Fur kleine, aber endliche Abweichungen eines Storparame-ters " vom Grenzwert erhalt man die sogenannten asymptotischen Naherungen,welche umso besser mit den exakten Losungen ubereinstimmen, je naher derParameter am Grenzwert liegt.Um eine Storungsrechnung durchfuhren zu konnen, mu zunachst der Storpa-rameter des Problems gefunden werden. Die Losung des Problems wird in Formeiner Reihenentwicklung nach dem Storparameter angesetzt. Grenzlosungenwerden durch den fuhrenden Term dieser Entwicklung reprasentiert. Im Fallder Gleichungen aus Kapitel 2.2.2 ist der Skalenparameter " Storparameter.Die Grenzlosung des Systems erhalt man fur " = 0. Sie wird durch die Orr{Sommerfeld{Gleichungen beschrieben und durch die Terme hoherer OrdnungO(") "gestort".Eine systematische Verbesserung der asymptotischen Ergebnisse kann durchHinzunahme weiterer Glieder der asymptotischen Reihe erreicht werden. DerFehler, mit dem die Losungen behaftet sind, ist denitionsgema von derGroenordnung des ersten vernachlassigten Terms. Da eine solche Reihe nichtnotwendigerweise konvergent ist, wird die Losung fur einen festen Wert desStorparameters durch Addition weiterer Terme nicht zwangslaug verbessert.Entscheidend ist jedoch das asymptotische Verhalten fur den Grenzubergangdieses Parameters.In der Asymptotik unterscheidet man zwischen regularen und singularenStorungsproblemen. Diese Unterscheidung orientiert sich an der Losungsstruk-tur der Probleme.
Einu der Warmeubertragung auf die Stabilitat, Methodik 33Regulare und singulare StorungsproblemeBei der mathematischen Abstraktion physikalischer Zusammenhange kann esvorkommen, da eine Gleichung ein Gebiet beschreibt, in dem verschiedenephysikalische Eekte auftreten. Bei der Bestimmung von Grenzlosungen dieserGleichung kann es zur vollstandigen Vernachlassigung wesentlicher physikali-scher Eekte kommen, und Losungen sind dann nicht mehr physikalisch korrekt.Die beschreibenden Gleichungen sind entartet. Dieser Eekt tritt auf, wenn ei-ne Reihenentwicklung nicht im gesamten Berechnungsgebiet der physikalischenRealitat entspricht. In diesem Fall mu eine singulare Storungsrechnung durch-gefuhrt werden, bei der den verschiedenen physikalischen Gegebenheiten durchentsprechende Reihenansatze Rechnung getragen wird. Ein solches Problemliegt z.B. bei der Umstromung von Korpern bei groen Reynolds{Zahlen vor,bei der ein wandnaher und ein wandferner Bereich zu unterscheiden sind. DieGrenzschichttheorie ist eine Folge aus eben dieser Unterscheidung. Die Grenz-schichtgleichungen ihrerseits modellieren die Physik im wandnahen Bereich imSinne einer rationalen Theorie korrekt und sind somit in diesem Bereich unein-geschrankt gultig.Ein regulares Storungsproblem liegt vor, wenn die mathematische Formulie-rung eines physikalischen Zusammenhangs im gesamten Bereich auch fur Grenz-werte entsprechender Storparameter gleichmaig gultig ist. Es sind dann allewesentlichen physikalischen Eekte im Modell enthalten und es kann nicht zurEntartung der beschreibenden Gleichungen kommen. Die asymptotische Theo-rie zur Erfassung des Einusses variabler Stowerte ist ein solches regularesStorungsproblem.Die Stabilitatsgleichungen, die in den vorangegangenen Kapiteln hergeleitetworden sind, beinhalten variable Stowerte. Fur den Fall konstanter Stowertestellen sie den fuhrenden Term in einer asymptotischen Entwicklung bezuglichder Stowerte dar. Die Vernachlassigung der Stowerteabhangigkeiten ist ge-rechtfertigt, solange die angegebenen Gleichungen eine rationale Naherung der
34 Grundlagenallgemeinen Gleichungen bei schwach veranderlichen Stowerten darstellen.In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie eine regulare Storungsrechnung zur sy-stematischen Verbesserung der aus den Gleichungen fur konstante Stowertegewonnenen Ergebnisse beitragen kann. Es stellt sich heraus, da mit Hilfe derasymptotischen Methode alle Stowerteekte unabhangig von konkreten Sto-gesetzen erfat werden konnen. So lassen sich universelle Ergebnisse errechnen,die allgemeingultig, d.h. fur beliebige Newtonsche Fluide (z.B. Wasser, Ol, Luft,...) einsetzbar sind. Aufgrund der klaren Trennung der einzelnen Eekte sinddie Ergebnisse besonders zuganglich fur eine physikalische Interpretation.Die beschriebene Methodik ist prinzipiell auf alle Stromungsformen anwendbar.Entscheidend ist, da die Abweichungen von dem Fall konstanter Stowerteasymptotisch sind. Konkrete Anwendungsbeispiele sind auch bei Herwig (1985)nachzulesen.Die fur die Impuls- und Warmeubertragung relevanten Stowerte sind die Dich-te und die isobare spezische Warmekapazitat (thermodynamische Groen) so-wie die Viskositat und die Warmeleitfahigkeit (Transportkoezienten).Eine Entwicklung der Stowerte in eine dimensionslose Taylor-Reihe ergibta = 1 + KaTT + KaPP +    (a = B ; B ;   ) (2.37)mit T = T    T BT B ; P = p   pB(cpT )B ; KaT = 24 @a@T  T a 35B ;KaP = 24@a@p cpT a 35B :AusP = p U2cpT  B 0@ p = p   pBBUB2 = O(1) 1A (2.38)
Einu der Warmeubertragung auf die Stabilitat, Methodik 35folgtP  Ec (Ec = U2cpT  B : Eckert-Zahl ) : (2.39)Im Rahmen dieser Arbeit wird die Druckabhangigkeit der Stowerte nichtberucksichtigt. Das bedeutet, es wird der asymptotische Grenzfall Ec ! 0 be-trachtet (s. Anmerkung Kapitel 2.2.1). Aus dieser Annahme folgt, da auch dieTemperaturanderungen aufgrund von Dissipationseekten zu vernachlassigensind. Tabelle 2.2: Stokonstanten fur Luft und Wasser (pB = 1 bar, T B = 293K)K K2 K3 K K2 K K2 Kc Kc2Luft  1:000 2:000 6:000 0:775  0:352 0:891  0:257 0:068  0:076Wasser  0:057  0:906 {  7:132 78:160 0:823  2:595  0:052 1:488Tabelle 2.2 enthalt die relevanten K-Werte fur Luft als typisches Gas und Was-ser als typische Flussigkeit. Da in der vorliegenden Arbeit nur die Temperatu-rabhangigkeit der beteiligten Stowerte in die Untersuchungen eingeht, gilt imfolgenden Ka  KaT .Mit Einfuhrung des Storparameters" = BT T B (2.40)folgt aus Gleichung (2.37) (die Wahl von BT  ist abhangig von der thermischenRandbedingung)a = 1 + "Ka  +O("2) ;  = T    T B4BT  : (2.41)
36 GrundlagenAusgehend von dieser Stowertentwicklung lat sich eine systematischeStorungsrechnung in 4 Schritten durchfuhren.1. Herleitung der vollstandigen GrundgleichungenDie Grundgleichungen (Stabilitatsgleichungen, Gleichungen fur Grund-stromungen) mussen unter Berucksichtigung variabler Stowerte herge-leitet werden (s. Kapitel 2.2).2. Ansatze fur die abhangigen VariablenAlle abhangigen Variablen (Geschwindigkeit, Temperatur,   ) werdenentsprechend der Stowerte in asymptotische Reihen entwickelt. Mit(A = u; v;;   )giltA = A0 + "KA + "K A + "KcAc + "KA +    : (2.42)3. Herleitung und Losung der Gleichungssysteme nullter und hoher-er OrdnungenDie Ansatze (2.41) (Stowertentwicklungen) und (2.42) (Entwicklungender abhangigen Variablen) werden in die vollstandigen Gleichungen einge-setzt. Nach Separation der Ordnungen von "Ka (a = ; ; cp; ) konnen dieentstehenden Gleichungen sukzessiv gelost werden. Die fuhrende Ordnung(Index 0) beschreibt immer den Fall konstanter Stowerte bzw. fur naturli-che Konvektionsstromungen den Fall der Boussinesq{Approximation. DieLosungen der hoheren Ordnungen (Index 1; 2;   ) sind unabhangig vondem Zahlenwert der Stokonstanten Ka und des Parameters ".4. Aufstellung von KorrekturbeziehungenDie Losungen der einzelnen Ordnungen lassen sich entsprechend der obenstehenden Ansatze zusammenfassen und bei Bedarf in andere Darstel-lungen (z.B. nach der Referenztemperatur-Methode oder der Stowert-verhaltnis-Methode) umrechnen.
Einu der Warmeubertragung auf die Stabilitat, Methodik 37In dieser Arbeit wird es vorrangig um die Darstellung der Abhangigkeit derkritischen Parameter bzw. der kritischen Werte der Kennzahlen vom Warme-ubertragungsparameter " gehen. Daher werden die Korrekturbeziehungen unter4. die FormAkrit = A0; krit + " [KA + KAAA + KA + KA + KcAc]+"2 hK2A + KKAAA + KKA + : : :+ K2cAcc + Kc2Ac2i+O("3) (2.43)haben (Im Falle der erzwungenen Konvektion gilt: KA = K2).Einordnung der Stowerteekte in eine asymptotische HierarchieWie schon erwahnt, konnen die einzelnen Stowerte in verschiedenenStromungstypen sehr unterschiedliche Eekte haben. Es war von der asymptoti-schen Groenordnung der einzelnen Eekte die Rede. Zum besseren Verstandnissoll an dieser Stelle der Begri asymptotische Goenordnung deniert werden.Es ist wichtig zu betonen, da sich der Begri "asymptotische Groenordnung"nicht etwa auf Zahlenwerte bezieht sondern auf Funktionen, im vorliegendenFall auf Funktionen von ". Der Begri der "asymptotischen Groenordnung"einer Funktion ist immer als Vergleich zu einer anderen Funktion anzusehen.Es seien zwei Funktionen f(") und g(") gegeben, wobei g(") die Vergleichsfunk-tion sei. Formal kann dann fur "f(") ist von der asymptotischen Groenordnungg(")"f(") = O(g(")) ; wenn lim"!0 f(")g(") = K <1 (2.44)geschrieben werden. Das bedeutet, da f(") und g(") "gleich schnell" einemGrenzwert zustreben, der Grenzwert von f(")/g(") fur "! 0 also eine von nullverschiedene Konstante K ist.
38 GrundlagenNun konnen auch die Symbole O("), O("2) ... besser eingeordnet werden. InGleichung (2.41) besagt der Term O("2), da es sich bei den restlichen Termender asymptotischen Entwicklung des Stowertes a um Terme von der asym-ptotischen Groenordnung "2 handelt. Fuhrt man die Reihe weiter fort, so be-kommt man fur die hoheren Ordnungen f(") = 1=2"2Ka22 + 1=6"3Ka33+: : : . Eine entsprechende Grenzwertbetrachtung nach (2.44) ergibt dann mit derVergleichsfunktion g(") = "2 den Grenzwert 1=2Ka22.Ein weiteres Groenordnungssymbol istf(") = O(g(")) ; wenn lim"!0 f(")g(") = 0 : (2.45)Dieses Symbol besagt, da eine Funktion f(") von asymptotisch kleinererGroenordnung ist als die Vergleichsfunktion g("). Wurden die hoheren Ord-nungen in (2.41) f(") = 1=3"1:5Ka21:5 + 1=6"2:5Ka32:5 : : : lauten, so konnteman das Symbol O(") an Stelle von O("2) gebrauchen, da damit sichergestelltist, da die Terme hoherer Ordnung von einer asymptotisch kleineren Ordnungsind als g(") = ". In dieser Arbeit wird jedoch nur das erstgenannte Symbolverwendet.Mit Hilfe dieser Symbole lat sich nun die Einordnung der Stowerteekte in ei-ne asymptotische Hierarchie darstellen. Fur die verschiedenen Stromungstypenist das anhand der Abbildung 2.5 gezeigt. Dabei ist erkennbar, bis zu welcherOrdnung die einzelnen Stowertentwicklungen (Spalten) in den jeweiligen Glei-chungsordnungen (Zeilen) berucksichtigt werden mussen. Auf der linken Seitesind jeweils die Einusse der Stowerte auf die Geschwindigkeitsfelder gezeigt,auf der rechten Seite die auf das Temperaturfeld. Es zeigt sich auch hier deutlichder Unterschied zwischen naturlichen Konvektionsstromungen und Stromungenbei erzwungener Konvektion. Durch die Pfeile wird die Richtung der Kopplungzwischen Stromungs{ und Temperaturfeld angezeigt. Die Systeme 0. Ordnungbeinhalten bei der erzwungenen Konvektion keinen Stowerteekt. Das Tem-peraturfeld ist einseitig an das Geschwindigkeitsfeld gekoppelt und ist nichtunabhangig von diesem losbar.
Einu der Warmeubertragung auf die Stabilitat, Methodik 39a) Erzwungene KonvektionGeschwindigkeitsfeld Temperaturfeld   cp0.Ordnung 1 1      1.Ordnung O(") O(") 1 12.Ordnung O("2) O("2) O(") O("): : : : : : : : : : : : : : :
   cp1 1 1 1O(") O(") O(") O(")O("2) O("2) O("2) O("2): : : : : : : : : : : :b) Naturliche KonvektionGeschwindigkeitsfeld Temperaturfeld   cp0.Ordnung 1 +O(") 1 1 11.Ordnung O("2) O(") O(") O(")2.Ordnung O("3) O("2) O("2) O("2): : : : : : : : : : : : : : :









Abb. 2.5 : Asymptotische Hierarchie der einzelnen Stowerteekte bei a) er-zwungener und b) naturlicher Konvektion.In der 1. Ordnung tauchen die ersten Stowerteekte im Stromungsfeld in Formder Dichte{ und Viskositatsanderung auf. Diese Eekte sind durch die einseitigeKopplung der Impulsgleichung 1. Ordnung an die thermische Energiegleichung0. Ordnung bedingt. Die Anderungen der Warmeleitfahigkeit und der spezi-schen isobaren Warmekapazitat durch das Temperaturfeld tauchen erst in der
40 GrundlagenEnergiegleichung 1. Ordnung auf und wirken sich im Stomungsfeld erst in der 2.Ordnung aus. Bei der Untersuchung der Stabilitat einer Stomung bei erzwun-gener Konvektion mu daher die Impulsgleichung jeweils bis zu einer Ordnunghoher gelost werden, um die Stowerteekte bis zu dieser asymptotischen Ord-nung vollstandig zu erfassen. Z.B. ist es streng asymptotisch gesehen dahernicht richtig, den Einu temperaturabhangiger Viskositat auf die Stabilitatvon Stromungen gegenuber dem Einu der Dichte starker zu bewerten, dabeide von gleicher asymptotischer Groenordnung sind. Untersuchungen zumEinu von Temperatureekten basieren aber ublicherweise nur auf dem Vis-kositatseinu (z.B. Wazzan et al.(1972)).Naturliche Konvektionsstromungen weisen schon in der 0. Ordnung Eektetemperaturabhangiger Dichte auf. Wenn bei diesen Stromungen von konstan-ten Stowerten gesprochen werden kann, so nur im Sinne der Boussinesq{Approximation. Dadurch kommt es zu einer gegenseitigen Kopplung von Tem-peraturfeld und Stromungsfeld, in Abbildung 2.5 durch den Doppelpfeil dar-gestellt. Dieser Kopplungsmechanismus panzt sich in die hoheren Ordnungenfort und ist Ursache dafur, da aus asymptotischer Sicht bei der Erfassung derEekte 1. Ordnung alle Stowerteinusse berucksichtigt werden mussen. Ei-ne weitere Anderung gegenuber der erzwungenen Konvektion liegt darin, dadurch die starke gegenseitige Kopplung von Temperatur{ und Stromungsfeldauch die Losung der beschreibenden Gleichungen aufwendiger wird. Beide Fel-der mussen jetzt simultan gelost werden, was aufgrund der erhohten Anzahl derGleichungen einen Mehraufwand an Rechenzeit zur Folge hat.2.3.3 Kombinierte MethodeDie oben beschriebene asymptotische Methode zur Bestimmung der Einussevariabler Stowerte auf das Stabilitatsverhalten von Stromungen verlangt, wieanhand von Abildung 2.5 zu sehen ist, die Entwicklung aller benotigten Glei-chungen bis zur entsprechenden Ordnung. Gerade, wenn man die Eekte hoher-
Einu der Warmeubertragung auf die Stabilitat, Methodik 41er Ordnung erfassen will, ist der damit verbundene Aufwand an Analytik undRechenleistung oft gro. Auch die Fehleranfalligkeit solcher Herleitungen istnicht zu verachten, sofern man nicht auf computergestutzte Entwicklung derGleichungen zuruckgreifen kann. Um dennoch Ergebnisse in Form asymptoti-scher Reihen zu bekommen und nicht auf Allgemeingultigkeit und gute Inter-pretierbarkeit verzichten zu mussen, bietet sich an, von der sogenannten kom-binierten Methode Gebrauch zu machen (s. Herwig, Schafer (1995)).
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Abb. 2.6 : Bestimmung der Einufunktionen Aij der asymptotischen ReihenDiese Methode kombiniert die asymptotische Struktur der Losung mit einer di-rekten Berechnung der vollstandigen Gleichungen inklusive der variablen Sto-werte. Die Einufunktionen Aij (Gleichung (2.43)), welche die Koezientenin der asymptotischen Reihe darstellen, werden hierbei durch eine numerischeApproximation verschiedener Dierentialquotienten gewonnen.In Abbildung 2.6 ist dieses Verfahren schematisch dargestellt. Es ist das Verhal-ten der Minima einer Funktion Y fur verschiedene Werte von "Ki gesucht, alsodie Funktion Ym("Ki). Da die Losungsstruktur des Problems durch (2.43) ge-geben ist, mussen nur noch die Einufunktionen Aij durch mehrmaliges Losen
42 Grundlagender Gleichungen fur Y an verschiedenen Stellen "Ki bestimmt werden. Die Die-rentialquotienten Aij ergeben sich dann aus den numerischen Approximationender Ableitungen der Funktion Ym zuAi = " @Ym@"Ki#0 = lim4"Ki!0 24Ym(4"Ki)  Ym( 4"Ki)24"Ki 350 ; (2.46)
Aii = 12 24 @2Ym@("Ki)2350 = (2.47)lim4"Ki!0 24Ym(4"Ki)  2Ym(0) + Ym( 4"Ki)2(4"Ki)2 350 :Bei Abhangigkeit des Problems von mehreren Variablen ergeben sich die ge-mischten Ableitungen zuAij = 24 @2Ym@ "Ki @ "Kj 350 (2.48)= lim4"Kj!08<: lim4"Ki!0 24Ym(4"Ki; 4"Kj)  Ym( 4"Ki; 4"Kj)24"Ki Ym(4"Ki;  4"Kj)  Ym( 4"Ki;  4"Kj)24"Ki 35 =24"Kj9=;0 :Die Indizierung ij steht fur die entsprechenden Stowertabhangigkeiten undmu entsprechend der Ordnung n der Korrekturbeziehung (2.43) und der An-zahl der beteiligten Stowerte erweitert werden. Mit Aij konnen z.B. alle Ein-usse bis zur 2. Ordnung beschrieben werden.
43
3 Stabilitat einer horizontalen beheizten Fluidschicht;stark gekoppeltes Problem
3.1 Vorbemerkungen
T cp = f  ( T  )* *
















Abb. 3.1 : Schematische Darstellung der horizontalen beheizten Fluidschicht(Rayleigh{Benard{Konvektion)In diesem Kapitel wird die Stabilitat der horizontalen beheizten Fluidschichtmit fester Berandung an Ober{ und Unterseite nach Abbildung 3.1 betrachtet.Es wird die Stabilitat des Grundzustandes untersucht, in dem sich das Systemin Ruhe bendet. Im Grundzustand bendet sich das warmere und damit leich-tere Fluid unterhalb des kalten schwereren Fluides. Dieser potentiell instabileZustand wird durch die Viskositat des Fluides stabilisiert. Erreicht der Tem-peraturgradient, der sich durch die Beheizung uber der Schicht einstellt, einenbestimmten kritischen Wert, so obsiegen die Auftriebskrafte uber die viskosenKrafte und es kommt zur Ausbildung einer Konvektionsstromung in Form vonKonvektionswalzen.Die ersten quantitativen Untersuchungen experimenteller Art sind von Benard1900 durchgefuhrt worden. Erst 1916 formulierte Lord Rayleigh eine mathema-
44 Horizontale beheizte Fluidschichttische Beschreibung zu diesen Versuchen. In der Literatur spricht man dahervom sogenannten Rayleigh{Benard{Problem.Bis heute sind viel theoretische und experimentelle Arbeiten zur Rayleigh{-Benard{Konvektion veroentlicht worden (s. z.B. Reid & Harris (1958),Chandrasekhar (1961), Drazin & Reid (1981)). Sehr viele der theoretischenArbeiten basieren jedoch auf der Boussinesq{Approximation und machen da-her keine Aussagen uber den Einu variabler Stowerte, die bei naturlicherKonvektion eine groe Rolle spielen konnen. Gerade im Vergleich zwischen Ex-perimenten und Theorie kann dieser Einu sehr wichtig sein (Koschmieder(1993)). Theoretische Untersuchungen zu den Eekten variabler Stowerte sindzumeist auf den Eekt der temperaturabhangigen Viskositat beschrankt undzudem noch auf spezielle Stoe, so da die Ergebnisse keine allgemeingultigenAussagen zulassen. Entsprechende Arbeiten sind z.B. von Stengel et al. (1982)oder Busse und Frick (1985).Frohlich et al. (1992) analysierten erstmals systematisch den Eekt varia-bler Stowerte als Funktion der dimensionslosen Temperaturdierenz zwischenOber{ und Unterseite der Fluidschicht. Aber auch ihre Ergebnisse sind auf einspezielles Fluid beschrankt (Luft bei 300K).In der vorliegenden Arbeit wird daher die in Kapitel 2 beschriebene asympto-tische Methode angewandt, um allgemeine Aussagen uber die Eekte tempe-raturabhangiger Stowerte auf die kritische Rayleigh{Zahl zu gewinnen. Daszugrundeliegende mathematische Modell ist in Kapitel 2.2.4 in Form der Glei-chungen (2.32){(2.36) hergeleitet worden. Zur Festlegung der Kennzahlen K1{K3 in den Gleichungen (2.32){(2.35) bedarf es einer Sonderbetrachtung desAuftriebsterms  i kyK1 ̂. In einer asymptotischen Entwicklung der Gleichun-gen (2.32){(2.35) wird dieser zu i kyK1 ̂ = gLBU2B "K̂ + "2K2 ̂ + : : : : (3.1)
Vorbemerkungen 45Dabei ist " der Entwicklungsparameter und entspricht der dimensionslosenTemperaturdierenz " = (T wu   T wo)=2T B. Die hier angewandte Theorie isteine Theorie fur "! 0, so da im Grenzfall " = 0 der Auftriebsterm verschwin-den wurde und die Gleichungen entarten. Durch eine entsprechende Wahl derBezugsgeschwindigkeit (s. Herwig et al. (1985)) kann dies jedoch verhindertwerden. Herwig et al. schlagen daher fur naturliche Konvektonsstromungen dieBezugsgeschwindigkeit UB = pLBgB4BT  vor, so da mit B4BT  =  "Kder Auftriebsterm als i kyK1 ̂ =  i ky ̂ + "KA ̂ + : : : (3.2)geschrieben werden kann (KA = K2=K). Somit verbleibt der Auftrieb-sterm auch fur den Grenzfall " = 0 in den Gleichungen, und die Boussinesq{Approximation kann als 0. Ordnung einer asymptotischen Entwicklung angese-hen werden. Als weitere Bezugsgroen werden die Stowerte bei T  = T B sowiedie halbe Hohe der Fluidschicht LB = H=2 und die halbe Temperaturdierenz4BT  = (T wu   T wo)=2 verwendet. Die Kennzahlen K2 und K3 ergeben sichdann zuK2 = 4vuutPrRa ; K3 = 4pPr Ra : (3.3)Dabei ist Pr = B cpB=B die Prandtl{Zahl, und die Rayleigh{Zahl ist durchRa = g4BT H3BcpB=(BB) gegeben. Zunachst soll die Methodik derasymptotischen Entwicklung, wie sie in Kapitel 2.3 vogestellt wurde, illustriertwerden. Dazu wird im folgenden am Beispiel der temperaturabhangigen Vis-kositat die asymptotische Methode mit der kombinierten Methode verglichen,bevor dann spater die Ergebnisse fur die ubrigen Stowerteekte mittels derkombinierten Methode bestimmt werden.
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Abb. 3.2 : Analytische Losungen der Gleichungen (3.4){(3.8)3.3 Stabilitatsanalyse der horizontalen beheizten FluidschichtWird nur der Einu variabler Viskositat auf das Stabilitatsverhalten derStromung untersucht, so kann das Gleichungssystem (2.32){(2.35) auf ein Sy-stem mit zwei Gleichungen fur ŵ und ̂ reduziert werden.(" ̂Pr   (D2   k2)  20D# (D2   k2)  00(D2 + k2)) ŵ =  Ra16 k2̂ (3.9)h̂   (D2   k2)i ̂ =  D ŵ (3.10)Hier ist die Bezugsgeschwindigkeit ~UB = a=H (a = =cp) an Stel-le der ublichen Bezugsgeschwindigkeit (s.o.) eingefuhrt worden. Dies bringtden Vorteil, da die Prandtl{Zahl nun in einem Term auftaucht, der, wie
48 Horizontale beheizte Fluidschichtsich noch herausstellen wird, identisch null ist. Da diese Bezugsgeschwindig-keit im folgenden benutzt werden soll, andern sich die Kennzahlen K1{K3 zuK1 =  Pr Ra=(16 "K), K2 = Pr und K3 = 1. Die Randbedingungen fur (3.9)und (3.10) lauten:z = 1 : ŵ = @ŵ@z = ̂ = 0 (3.11)Chandrasekhar (1961) hat gezeigt, da das sogenannte Prinzip vomAusstausch der Stabilitaten (engl.: Principle of exchange of stabilities) furdas untersuchte System gultig ist. D.h. Der stabile Zustand der reinen Warme-leitung (keine Konvektionsstromung) wird nach Uberschreiten eines kritischenWertes der Rayleigh{Zahl durch einen weiteren stabilen Zustand (Ausbildungstationarer Konvektionswalzen) ersetzt. Damit gilt fur den Stabilitatsparame-ter ̂ = r + 0 i und auf der Indierenzkurve ̂ = 0. In der Gleichung (3.9)verschwindet der Term ̂=Pr und alle Systemzustande auf der neutralen Kurvesind somit unabhangig von der Prandtl{Zahl.3.3.1 Asymptotische Methode ( =  (T ))Eine asymptotische Entwicklung der Stabilitatsgleichungen wird ublicher-weise in der Form durchgefuhrt, da neben den abhangigen Variablen ŵund ̂ auch der Stabilitatsparameter ̂ in eine Reihe entwickelt wird (Her-wig, Schafer (1992)). Da hier jedoch lediglich die neutralen Zustande (̂ =0) interessieren, ist es sinnvoller, die kritische Rayleigh{Zahl Rakrit und diekritische Wellenzahl kkrit zu entwickeln. Dies kann physikalisch interpretiertwerden als die Anderung der kritischen Rayleigh{ und Wellenzahl fur den Fall,da die Viskositat temperaturabhangig ist. So erhalt man auf relativ unkom-plizierte Weise aus den entwickelten Gleichungen direkt die gesuchten Einu-funktionen Aij (hier Raij) , wohingegen Herwig und Schafer (1992) erst eineaufwendige Auswertung ihrer fur den Stabilitatsparameter gewonnenen Ergeb-nisse durchfuhren mussen. Es zeigt sich, da der Einu der Viskositat auf die













Abb. 3.3 : Indierenzkurven der Rayleigh{Benard{Konvektion fur verschiede-ne Werte des Heizparameters " (Losung der Gleichungen (3.9) und(3.10) fur ein lineares Stogesetz fur die Viskositat  = 1+ "K ,K = 1:0)Abbildung 3.3 zeigt die neutrale Kurve in Abhangigkeit von der Heizrate ". DieBerechnungen sind mit einem linearen Stogesetz fur die Vikositat durchgefuhrtworden. Die angesprochene geringe Variation der kritischen Wellenzahl ist gutzu sehen.Nach Einsetzen der Stowertentwicklung = 1 + "K  + "2K2 22 (3.12)und der entsprechenden Entwicklungen der abhangigen Variablen ŵ, ̂ und jetztauch Ra (Die oben gegebene physikalische Interpretation gilt fur alle Zustandeauf der neutralen Kurve) in die Gleichungen (3.9) und (3.10) ergibt sich bis zur2. Ordnung einschlielich:
50 Horizontale beheizte Fluidschicht
0. Ordnung:hD2   k2i2 ŵ0   Ra016 k2̂0 = 0 ; (3.13)hD2   k2i ̂0   0ŵ0 = 0 : (3.14)1. Ordnung ("K{Eekt):hD2   k2i2 ŵ1   Ra016 k2̂1 =  nh hD2   k2i + 20Di hD2   k2i + 00 hD2 + k2io ŵ0 + Ra116 k2̂0 ; (3.15)hD2   k2i ̂1   0ŵ1 = 0 : (3.16)2. Ordnung ("2K2{Eekt):hD2   k2i2 ŵ21   Ra016 k2̂21 =  nh hD2   k2i + 20Di hD2   k2i + 00 hD2 + k2io ŵ1 (3.17)+Ra116 k2̂1 + Ra2116 k2̂0 ;hD2   k2i ̂21   0ŵ21 = 0 : (3.18)2. Ordnung ("2K2{Eekt):hD2   k2i2 ŵ22   Ra016 k2̂22 = 8<:24 22 hD2   k2i + 20D35 hD2   k2i + 02 +  00 hD2 + k2i9=; ŵ0+Ra2216 k2̂0 ; (3.19)
Stabilitatsanalyse 51hD2   k2i ̂22   0ŵ22 = 0 : (3.20)Es gilt die Beziehung (3.11) fur die Randbedingungen der einzelnen Ordnun-gen. Die Gleichungen 0. Ordnung sind identisch mit den ublichen Gleichungenbei Annahme der Boussinesq{Approximation. Die Gleichungen hoherer Ord-nungen beschreiben den Einu der Viskositat auf die Storgroen. Die Losungdes Systems (3.13){(3.20) und damit die Bestimmung der EinufunktionenRaij verlangt eine sogenannte Losbarkeitsbedingung (s. Anhang A) (Nay-feh (1993)). Eine Entwicklung der kritischen Rayleigh{Zahl bis zur 4. OrdnungergibtRakrit = Rakrit;0 + "KRa1 + "2[K2Ra21 + K2Ra22]+ "3 hK3Ra31 + KK2Ra32 + K3Ra33i + "4 hK4Ra41 (3.21)+K2K2Ra42 + K22Ra43 + KK3Ra44 + K4Ra45i +O ("5) :Der Einfachheit halber ist hier ein numerischer Index (1; 2; : : :) fur die Ein-ufunktionen Raij eingefuhrt worden, da nur der Viskositatseekt betrachtetwird. Die Losungen des Systems (3.13){(3.20), also die Einufunktionen Aij,sind in der ersten Zeile der Tabelle 3.1 zu sehen. Zum Vergleich benden sich dieErgebnisse aus einer Berechnung der Einufunktionen nach der kombiniertenMethode (s. unten) in der zweiten Zeile, jetzt bis einschlielich zur 4. Ordnung.Tabelle 3.1 : Vergleich der Einufunktionen Raij nach (3.13){(3.20) mit Ergeb-nissen aus der kombinierten Methode (Gleichungen (3.9), (3.10));(Ra1 = Ra31 = Ra32 = Ra33 = 0)Ra21 Ra22 Ra41 Ra42 Ra43 Ra44 Ra45asymp. Methode -352,783 444,618 { { { { {komb. Methode -352,782 444,624 -87,66 176,19 -23,308 -96.032 24.776








asymp. Lösung, Gl. (3.21), O(    )
direkte Lösung, Gl. (3.9), (3.10)
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Abb. 3.4 : Kritische Rayleigh{Zahl als Funktion der Heizrate " fur ein quadra-tisches Stogesetz  = 1 + "K  + "2K2 2=2 (mit K =  7:132,K2 = 78:16 (s. Tabelle 2.2))Eine Auswertung der Ergebnisse aus Tabelle 3.1 fur ein wasserahnliches Fluidist in Abbildung 3.4 gezeigt. Dabei wurde zum Vergleich eine direkte Berech-nung der Gleichungen (3.9) und (3.10) mit einem quadratischen Stogesetzdurchgefuhrt. Wie zu erwarten war, ist die Ubereinstimmung zwischen direkterLosung und den asymptotischen Ergebnissen fur kleine Werte von " sehr gut.Die Hinzunahme der Terme 4. Ordnung in " bringt noch einmal eine groereGenauigkeit. Da in den Ergebnissen die Stokonstanten von Wasser bei 293Kund 1 bar verwendet wurden, ist noch anzumerken, da diese Ergebnisse beiWasser nur bis zu " = 0:068 gultig sind, da Wasser bei hoheren Tempera-turdierenzen an der Oberseite der Fluidschicht gefrieren wurde. Im nachstenAbschnitt wird der Einu aller Stowerte auf die kritische Rayleigh{Zahl mitder kombinierten Methode behandelt.
Stabilitatsanalyse 533.3.2 Kombinierte Methode (; ; ; cp = f (T ))Im vorangegangenen Abschnitt hat sich gezeigt, da eine Entwicklung der Sta-bilitatsgleichungen fur nur einen einzelnen Stowert schon recht aufwendig ist.Mit einer entsprechende Entwicklung fur die anderen Stowerte erhalt man ein-schlielich der Entwicklungen fur die Dichte im Auftriebsterm schon 25 Glei-chungen (bis zur 2. Ordnung). Dies ist leicht zu erkennen, wenn man die Ent-wicklung fur die kritische Rayleigh{Zahl aufschreibt. Es giltRakrit = Rakrit;0+" (KRa + KARaA + KRa + KRa + KcRac)+"2 K2Ra + K2Ra2 + KKARaA + KKRa (3.22)+KKRa + KKcRac + K2ARaAA + KA2RaA2+KAKRaA + KAKRaA + KAKcRaAc + K2Ra+K2Ra2 + KKRa + KKcRac + K2Ra+K2Ra2 + KKcRac + K2cRacc + Kc2Rac2 +O("3) ;mit KA2 = K3=K. Um diesen groen Aufwand zu umgehen, wurde die kom-binierte Methode zur Bestimmung der Koezienten Raij angewandt. Dabeiwird z.B. der Wert fur Ra durch den Dierenzenquotienten nach (2.48) nahe-rungsweise berechnet. Tabelle 3.2 enthalt die nach der kombinierten Methodebestimmten Werte fur Raij . In Abbildung 3.5 sind die Einusse der Stowerteauf die kritische Rayleigh{Zahl separat abgebildet. Dabei sind die Ergebnisseentsprechend Gleichung (3.22) zusammengesetzt worden. Die Stokennzahlenfur T B = 293K, pB = 1bar sind in Tabelle 2.2 angegeben. Es ist gut zu sehen,da fur den abgebildeten Fall (Luft) die Eekte der einzelnen Stowerte sehrunterschiedlich sind, und es keinen Sinn macht, im Falle von Gasen lediglichden Einu der Viskositat zu betrachten, wie es verschiedene Autoren gemachthaben. Der Dichteeinu ist mit Berechnungen von Frohlich et al. (1992) vergli-chen worden, die fur diesen Stowerteinu das ideale Gasgesetz verwendeten.
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Abb. 3.5 : Einusse der verschiedenen Stowerte auf die kritische Rayleigh{Zahl fur verschiedene Heizraten " bis zur 2. Ordnung nach Glei-chung (3.22), (Luft bei T B = 293K, pB = 1bar)Der Vergleich mit den Ergebnissen von Frohlich et al. (1992) zeigt, da dieEntwicklung bis zur 2. Ordnung schon den wesentlichen Eekt in Bezug aufden Einu temperaturabhangiger Dichte erfat.Tabelle 3.2 : Einufunktionen Raij nach der kombinierten Methode (Gleichungen(2.32){(2.35)) jRaij  A   cp 2 -12,96 -103.76 153.76 -457.60 -203.76 -88.88A { -12.96 153.76 -457.60 -103.76 -88.88i  { { 352.78 101.76 153.76 444.64 { { { 1044.80 -457.60 -8.96cp { { { { -12.96 -88.88













direkte Lösung (Busse & Frick (1985))
asymp. Lösung, Gl. (3.21), O(   )
asymp. Lösung, Gl. (3.21), O(   )
ηAbb. 3.6 : Einu der Viskositat auf die kritische Rayleigh{Zahl fur ver-schiedene Heizraten " nach Gleichung (3.21), lineares Stogesetz = 1 + "K Abschlieend wird ein Vergleich mit den Ergebnissen anderer Autoren durch-gefuhrt, um die Allgemeingultigkeit der berechneten Beziehung fur Rakrit zutesten. Busse und Frick (1985) berechneten die Stabilitat der Rayleigh{Benard{Konvektion unter Annahme eines linearen Zusammenhangs zwischen Tempera-tur und Viskositat ( = 0 (1   (T    T B))). Dies entspricht exakt der Ent-wicklung  = 1+"K  und stellt daher eine gute Vergleichsmoglichkeit dar. Dieasymptotischen Losungen (3.21) sind in Abbildung 3.6 mit den Ergebnissen vonBusse und Frick (1985) verglichen. Auch hier ist gute Ubereinstimmung festzu-stellen, wobei die asymptotische Losung 4. Ordnung noch einmal eine deutlicheVerbesserung bringt.Stengel et al. (1982) untersuchten ein Fluid mit exponentieller Temperatu-rabhangigkeit der Viskositat. Aus den Angaben zu ihren Messungen der Visko-sitat in Abhangigkeit von der Temperatur lat sich die folgende Ausgleichskurve









direkte Lösung (Stengel et al. (1982))
asymp. Lösung, Gl. (3.21), O(   )
asymp. Lösung, GL. (3.21), O(   )
Abb. 3.7 : Einu der Viskositat auf die kritische Rayleigh{Zahl fur verschie-dene Heizraten " nach Gleichung (3.21), exponentielles Stogesetznach Stengel et al. (1982) (T B = 293K, pB = 1bar)Aus dieser Beziehung lassen sich die Stokonstanten fur eine Referenztempe-ratur von T B = 293K zu K =  27:07, K2 = 846:61, K3 =  29611:47,K4 = 1:13683  106 bestimmen, die fur Gleichung (3.21) gebraucht werden.Abbildung 3.7 zeigt einen Vergleich der Ergebnisse.Eine interessante Berechnung stammt von Frohlich et al. (1992). Sie analysiertendie Stabilitat der Rayleigh{Benard{Konvektion mittels eines Modells, welchesdie Abweichungen von der Boussinesq{Approximation fur kleine Machzahlen er-fat (eng: low mach number equations) fur Luft bei 300K. Sie wiesen daraufhin, da im Gegensatz zu den oenen Systemen, wie Grenzschichtstromungen
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εAbb. 3.8 : Kritische Rayleigh{Zahl als Funktion der Heizrate " nach Gleichung(3.22) (Luft: T B = 300K, pB = 1bar). Vergleich mit Ergebnissenvon Frohlich et al. (1992)Die Dichteanderung eines Fluides mit der Temperatur hat daher immer eineAnderung des Druckes im System zur Folge, sofern nicht das Volumen derFluidschicht geandert wird. Frohlich et al. schlugen daher vor, einen Quelltermin der Kontinuitatsgleichung einzufuhren, der die infolge der veranderten Dichteeintretende Druckanderung kompensiert. Dadurch kann die Druckabhangigkeitder Stowerte vernachlassigt werden.In Abbildung 3.8 sind Ergebnisse nach Gleichung (3.22) mit den Berechnungenvon Frohlich et al. verglichen worden. Die Ergebnisse von Frohlich et al. sindunter der Annahme konstanter spezischer Warmekapazitat mit den Stoge-setzenB = 0@T T B1A1:5 T B + ST  + S ; B = 0@T T B1A1:5 T B + ST  + S (3.24)
58 Horizontale beheizte Fluidschicht(Sutherland Formeln; S = 110:4K; S = 194:4K) fur die Viskositat und dieWarmeleitfahigkeit, sowie der idealen Gasgleichung fur die Dichte berechnetworden. Dabei sind zwei Falle zu unterscheiden: Der Fall BOv entspricht einerBerechnung der kritischen Rayleigh{Zahl mit variabler Viskositat und Warme-leitfahigkeit, jedoch konstanter Dichte; Der Fall LMv beinhaltet zusatzlich denEinu temperaturabhangiger Dichte. Es zeigt sich auch hier, da die asympto-tisch gewonnenen Ergebnisse (Aus den Stogesetzen ergeben sich die Stokenn-zahlen zu: K =  1, K2 = 2, K3 = 6, K = 0:769, K2 =  0:374, K = 0:893,K2 =  0:339) nach Gleichung (3.22) sehr gut mit den Berechnungen fur kon-krete Stogesetze ubereinstimmen. Es sei noch angemerkt, da der etwas andereKurvenverlauf fur den LMv{Fall, verglichen mit der entsprechenden asymptoti-schen Losung darin begrundet liegt, da Frohlich et al. hier die Druckkorrekturals Zusatzterm in der Kontinuitatsgleichung berucksichtigt haben. Fur kleineTemperaturdierenzen ("! 0) ist dieser Eekt jedoch vernachlassigbar.3.4 ZusammenfassungFur die kritische Rayleigh{Zahl fur Fluide mit temperaturabhangigen Stower-ten ist eine allgemeingultige Beziehung in Form einer asymptotischen Reiheangegeben worden. Die Ergebnisse, welche mit der asymptotischen Methodeund der kombinierten Methode errechnet wurden, zeigen asymptotisch kleineAbweichungen von exakten Ergebnissen fur konkrete Stoe. Fur endliche Wertevon " konnen die gewonnenen Resultate als gute Approximationen angesehenwerden.Aus den asymptotischen Ergebnissen konnen die folgenden Schlufolgerungengezogen werden. Die kritische Rayleigh{Zahl ist eine gerade Funktion von ", wie man folgen-dermaen sieht: Ein Wechsel im Vorzeichen von " bei ein und demselbenFluid wurde nur zu dem hier betrachteten Stabilitatsproblem fuhren, wenngleichzeitig auch der Schwerkraftvektor ~g das Vorzeichen wechseln wurde.
Stabilitatsanalyse 59Dies wiederum ist nichts anderes als eine Rotation des gesamten Systemsum 180o , was dieselbe Situation wie vorher darstellt. Bei Fluiden, die lediglich eine lineare Abhangigkeit der Viskositat von derTemperatur aufweisen, beginnt die Konvektion fruher als bei Fluiden mitkonstanter Viskositat (Abbildung 3.6), unabhangig vom Vorzeichen desViskositatsgradienten.Mit Hilfe der Gleichung (3.21) konnen Fluide, die starke Viskositatsanderungenaufweisen, bezuglich ihres Stabilitatsverhaltens unterteilt werden. Diese Unter-teilung ist in Abbildung 3.9 grasch dargestellt. Die Darstellung 3.9 gilt furFluide mit dominantem Viskositatseinu und bezieht sich auf das Verhaltender kritischen Rayleigh{Zahl fur kleine Heizraten ", da dann Eekte hoher-er Ordnung vernachlassigt werden konnen. Fluide, die im grau eingefarbtenBereich anzusiedeln sind, bilden spater eine Konvektionsstromung aus als die,welche in dem Bereich oberhalb liegen.
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η2Abb. 3.9 : Schematische Skizze zur Einordnung des Stabilitatsverhaltens vonFluiden mit starker Viskositats{Temperatur{Relation
60
4 Stabilitat der Stromung an der vertikalen beheiztenPlatte; stark gekoppeltes Problem
4.1 Vorbemerkungen
oo
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Abb. 4.1 : Schematische Darstellung der Grenzschichtstromung an dervertikalen beheizten PlatteBetrachtet wird die naturliche Konvektionsstromung an der vertikalen beheiztenPlatte nach Abbildung 4.1. Wie bei der Rayleigh{Benard{Konvektion kommtes auch an der beheizten Platte zur Ausbildung eines Dichtegradienten. Dieserhat eine parallel zur Platte der Schwerkraft entgegen wirkende Auftriebskraft
Vorbemerkungen 61zur Folge. Die erhohte Wandtemperatur bewirkt eine Abnahme der Dichte desFluides im wandnahen Bereich. Das dadurch gegenuber der Umgebung leichtereFluid steigt an der Wand auf. Das entstehende Stromungsfeld und auch dasTemperaturfeld haben Grenzschichtcharakter (Gr!1) und werden durch diePrandtl'schen Grenzschichtgleichungen (s.u.) beschrieben.Da dieser Typ Stromung durch die Temperaturabhangigkeit der Dichte des Flui-des zustande kommt und damit schon Folge eines Eektes variabler Stowerteist, gehort auch er zu den stark gekoppelten Systemen.Eine der ersten analytischen Untersuchungen zur Stabilitat dieser Stromung,die sowohl die Kopplung zwischen Stromungsfeld und Temperaturfeld in derGrundstromung als auch in der Schwankungsbewegung berucksichtigte, istvon Nachtsheim (1963) durchgefuhrt worden. Die Arbeit befat sich mit derzeitlichen Analyse des Anfachungsverhaltens kleiner Storungen in der Grenz-schichtstromung an der beheizten Platte bei konstanter Wandtemperatur. Kri-tische Grashof{Zahlen gibt Nachtsheim zu Grkrit = 62:49 (Pr = 0:733) undGrkrit = 34:0 (Pr = 6:7) an. Weitere Untersuchungen sind von Hieber und Geb-hart (1971), Gebhart und Mahajan (1982) sowie Jaluria und Gebhart (1974) an-gestrengt worden. Die Mehrzahl aller Analysen bezog sich jedoch auf Stromun-gen mit konstantem Wandwarmestrom (qw = konst.) bzw. auf Stromungen,deren Umgebung eine vorgegebene Temperaturschichtung aufweist. Allen ge-nannten analytischen Arbeiten liegt die Boussinesq{Approximation zugrunde.Auch experimentelle Arbeiten sind fur die Randbedingung qw = konst. in um-fangreichem Mae durchgefuhrt worden (Godaux und Gebhart (1974), Jaluriaund Gebhart (1974), Qureshi und Gebhart (1978)). Die Experimente zeigen inguter Ubereinstimmung mit der Theorie (lineare primare Stabilitatstheorie),da naturliche Storungen mit einer dominanten Frequenz angefacht werden,die der am starksten angefachten Frequenz bei der Orr{Sommerfeld Analyseentspricht.Eine der wenigen Arbeiten, die Eekte variabler Stowerte in mehr oder weni-ger systematischer Weise behandelt, ist von Sabhapathy und Cheng (1986). Sie
62 Vertikale beheizte Platteuntersuchten den Einu temperaturabhangiger Viskositat und des thermischenExpansionskoezienten auf das Stabilitatsverhalten der naturlichen Konvekti-onsstromung in einem Prandtl{Zahlenbereich von Pr = 7 bis Pr = 10. Eineweitere Arbeit von Jang und Mollendorf (1988) befat sich in gleicher Weise mitdem Eekt der temperaturabhangigen Viskositat, ohne jedoch auf die Arbeitvon Sabhapathy und Cheng einzugehen.In einer Arbeit von Brooker (1996) ist der Eekt der Nichtparallelitat derStromung auf die Stabilitat untersucht worden. Dabei wurden die Anfachungs-raten fur das Storungsproblem mit einer sogenannten modizierten PSE{Gleichung berechnet. Die Ergebnisse sind mit einer direkten numerischenSimulation (DNS) verglichen worden und zeigen gute Ubereinstimmung. Ei-ne vollstandige PSE{Analyse, d.h. eine vollstandige nichtlokale nichtparalleleAnalyse des Problems steht jedoch noch aus, da es sich bei den modiziertenPSE{Gleichungen von Brooker lediglich um eine Erweiterung der Gleichungenzur Bestimmung lokaler Losungen handelt (s.u.).In diesem Kapitel wird der Einu der Temperaturabhangigkeit aller Stowerte(; ; ; cp) auf die Storgroenentwicklung analysiert. Dabei werden die einzel-nen Eekte mittels der schon er lauterten Methode der asymptotischen Entwick-lung sauber voneinander getrennt. Die Untersuchungen basieren zunachst aufder lokalen parallelen Stabilitatsanalyse und werden im zweiten Abschnitt dannausgedehnt auf die nichtlokale nichtparallele Analyse (PSE{Analyse).4.2 GrundstromungFur die laminare Grenzschicht an der vertikalen beheizten Platte lauten dieErhaltungssatze fur Masse, Impuls und thermische Energie (s. Herwig et al.(1985)):@(u)@x + @(v)@y = 0 (4.1)
Grundstromung 63  u@u@x + v@u@y! = @@y  @u@y! + gLBU2B (1  ) (4.2)cp 0@u@ @x + ur x + v@ @y 1A = 1Pr @@y 0@@ @y 1A (4.3)Die Randbedingungen lauteny = 0 : u = v =   1 = 0 ;y !1 : u =  = 0 :Die dimensionslosen Groen der Gleichungen (4.1){(4.3) sind mit der Bezugs-geschwindigkeit Ub , der Bezugslange Lb und den Stowerten im Bezugszustandb ; b ; b ; cpb entdimensioniert. Dem Grenzschichtcharakter der Stromung istzusatzlich Rechnung getragen durch die Streckung der y{Koordinate (y =(y=Lb)(LbUb =b )1=2) und der Querkomponente v der Stromungsgeschwindig-keit (v = (v=Ub )(LbUb =b )1=2). Fur die Bezugstemperaturdierenz T w(x) T 1wird eine Potenzfunktion 4bT  = (T w   T 1)b(x=Lb)r gewahlt (Naheres dazu:s. Herwig et al. (1985))Durch die Ahnlichkeitstransformations = x(r 1)=4p2 y (4.4)sowie die Denition einer geeigneten Stromfunktion (@	=@y = u, @	=@x = v)	 = 2p2x(r+3)=4f(s; x) (4.5)konnen die Gleichungen (4.1){(4.3) umgeschrieben werden.0@ 0@f 0 1A01A0 + (3 + r) f 0@f 0 1A  (2 + 2r) f 02 + gLbU2b (1  ) 1xr =4x0@f 0@ (f 0=)@x   0@f 0 1A0 @f@x1A (4.6)
64 Vertikale beheizte Platte00 + Prcp (3 + r) f 0   4rf 0  = 4Prcpx0@f 0@ @x   0@f@x1A (4.7)An den Randern gilt nun:s = 0 : f = f 0 =   1 = 0 ; s !1 : f 0 =  = 00 bedeutet hier die partielle Ableitung nach S. Die Gleichungen (4.6) und (4.7)beschreiben die laminare Grenzschichtstromung an der senkrechten beheiztenPlatte mit variablen Stowerten. Sie gelten fur beliebige Stromungen (keineEinschrankung auf selbstahnliche Stromungen), die durch eine Temperaturver-teilung T w  xr auf der Oberache der vertikalen Platte zustandekommen.Lediglich Dissipationseekte sind hier vernachlassigt worden.4.2.1 Asymptotische EntwicklungDas Losen der Gleichungen (4.6), (4.7) erfordert ublicherweise die Festlegungder Stogesetze fur die Stowerte , , cp, . Da das System (4.6), (4.7) einpartielles Dierentialgleichungssystem ist, ist es in dieser Form nur mit groemnumerischen Aufwand losbar. Eine starke Vereinfachung ergibt sich durch dieschon in Kapitel 2 und 3 vorgestellte asymptotische Entwicklung der obigenGleichungen. Aufgrund der erwahnten x{Abhangigkeit des Problems, und ins-besondere aufgrund des Potenzgesetzes fur die Temperaturverteilung der Wand-temperatur wird hier ein modizierter Ansatz fur die Stowerte gewahlt (s.Herwig et al. (1985)). = 1 + "xrK  + 12"2x2rK2 2 + : : : = 1 + "xrK  + 12"2x2rK2 2 + : : :cp = 1 + "xrKc  + 12"2x2rKc2 2 + : : : = 1 + "xrK  + 12"2x2rK2 2 + : : : (4.8)
Grundstromung 65Fur den Auftriebsterm (s. Gleichung 4.6) ergibt sich unter Berucksichtigung derEntwicklung fur die Dichte (4.8)gLbU2b (1  ) 1xr =  gLbU2b  "K  + 12"2xrK2 2 + : : :! : (4.9)Mit der Bezugsgeschwindigkeit Ub = qLbgb4bT  und der Beziehungb4bT  =  "K (Gersten/Herwig (1992)) kann dieser dann alsgLbU2b (1  ) 1xr =  + 12"xrKA 2 + : : : (4.10)geschrieben werden. KA ist hierbei die Kombination K2=K. Durch diese spe-zielle Wahl der Bezugsgeschwindigkeit ist sichergestellt, da Gleichung (4.6)fur " ! 0 nicht entartet (Auftiebsterm verschwindet nicht). Im Rahmen derasymptotischen Entwicklung stellt der Grenzfall " = 0 den Fall der naturlichenKonvektionsstromung mit konstanten Stowerten dar. Dieser Fall wird in derLiteratur als Boussinesq{Approximation bezeichnet (s. Kapitel 3).Analog zu den Stogesetzentwicklungen (4.8) werden folgende Ansatze furf(s; x) und (s; x) gewahlt:f = f0 + "xr (Kf + KAfA + Kf + Kcfc + Kf) +O(("xr)2) ; (4.11) = 0 + "xr K  + KA A + K  + Kc c + K +O(("xr)2) :(4.12)(4.11) und (4.12) werden zusammen mit den Ansatzen fur die Stogeset-ze (4.8) in die Gleichungen (4.6), (4.7) eingesetzt, und man erhalt nach Se-paration der einzelnen Ordnungen ein Gleichungssystem, bestehend aus 12 Dif-ferentialgleichungen zur Bestimmung der Losungen 0. Ordnung f0; 0 (kon-stante Stowerte) sowie der Losungen 1. Ordnung, der sogenannten Einu-funktionen f; : : : ; ; : : : .f 0000 + (3 + r) f0f 000   (2 + 2r) f 020 + 0 = 0 (4.13)
66 Vertikale beheizte Platte000 + Pr (3 + r) f0 00   4rf 00 0 = 0 (4.14)L1(f; ) = 00f 000 + 00 (f 000 + (3 + r) f0f 00)  4r 0f 020   20 (4.15)L1(fA; A) =  12 20 (4.16)L1(f; ) =   0f 000 0 (4.17)L1(fc; c) = 0 (4.18)L1(f; ) = 0 (4.19)E1(f; ) = 0 (4.20)E1(fA; A) = 0 (4.21)E1(f; ) = 0 (4.22)E1(f; ) =   0 000 (4.23)E1(fc; c) = 0 000 (4.24)Die Operatoren L1; E1 sind alsL1(f; ) = f 000 + (3 + r) [f 00f0 + f 000 f ]  4 (1 + 2r) f 00f 0 +  + 4rf 000 f ; (4.25)E1(f; ) = 00 + Pr h(3 + r) hf 00 + f0 0i  4r h2f 00  + f 0 0   00f ii (4.26)deniert. Die Randbedingungen fur den Fall Tw = konst. lautens = 0 : f0 = f 00 = 0   1 = 0 ; fi = f 0i = i = 0 ; (4.27)(i = ; A; ; c; ) ;

























































sAbb. 4.2 : Losungen der Gleichungen (4.13){(4.24) (Pr = 7:0, Tw = konst.)
68 Senkrechte beheizte PlatteDie Ergebnisse fur die Einufunktionen u; uA; :::, ; A; ::: sind universellgultig fur beliebige Stoe mit der Prandtl{Zahl Pr = 7:0.4.3 Lokale parallele Stabilitatsanalyse der Stromung an der senk-rechten beheizten PlatteFur die lokale parallele Stabilitatsanalyse der naturlichen Konvektionsstromungan der senkrechten beheizten Platte sind die Stabilitatsgleichungen in Kapitel2.2.3 zu[K0 M0 E0]T ~	 = f0; 0; 0gT (4.31)angegeben. Die Randbedingungen lauteny = 0 : û = v̂ = ̂ = 0 (Tw = konst.) ;û = v̂ = ̂0 = 0 (qw = konst.) ; (4.32)y !1 : û = v̂ = ̂ = 0 (Tw = konst.; qw = konst.) :Zur Anpassung der Gleichung (4.31) an das zu untersuchende Problem mussennoch die Kennzahlen K1; K2; K3 festgelegt werden. Besondere Aufmerksamkeitgilt auch hier wieder dem AuftriebstermK1̂0 = gLBU2B ̂0 : (4.33)Aus der Skalierung des Grundstromungsproblems (4.4), (4.5) ergeben sich dieSkalierungsgeschwindigkeit und die Skalierungslange fur die Stabilitatsgleichun-gen zuUB = 2vuuutx (r+1)L (r+1)b Ub ; LB = p2L (r+3)=4b x (1 r)=4 : (4.34)
Lokale parallele Stabilitatsanalyse 69Da die Grenzschicht an der vertikalen beheizten Platte keinen charakteristi-schen Langenmastab besitzt (selbstahnliche Grenzschicht), kann ein beliebi-ger aber physikalisch sinnvoller Mastab Lb gewahlt werden. In Anlehnung andie Arbeiten von Nachtsheim (1963) oder Hieber und Gebhart (1971) wird dieBezugslange Lb = (2B =(g4BT ))(1=3) gesetzt. Fur (4.34) kann dannUB = 2vuuutx (r+1)(g4BT )(3+r)=3 2r=3B ; LB = p2 242B x (3 3r)=(r+3)g4BT  35(3 3r)=12(4.35)geschrieben werden (LB = (x)). Diese Skalierung hat den Vorteil, fur belie-bige Wandtemperaturverteilungen anwendbar zu sein, wohingegen die oftmalsin der Literatur vorkommenden Skalierungen entweder fur den Fall qw = konst.oder fur den Fall Tw = konst. geeignet sind. Aus diesen Uberlegungen konnennun die Kennzahlen K1{K3 des Problems aufgeschrieben werden.K1 = 45r=4Gr(3+5r)=3 14BT  ; K2 = 4r=4Gr(3+r)=3 ; K3 = K2Pr (4.36)Die Grashof{Zahl ist deniert alsGr = 2p2Gr1=4x = 0@(4x)3g4BT 2B 1A1=4 : (4.37)Als Bezugszustand gilt der Zustand bei y = 1. An dieser Stelle sei noch einmalausdrucklich gesagt, da auch fur den Fall qw = konst. die Temperatur mit demAusdruck (T w   T 1)x=L xr (r = 1=5) entdimensioniert wird und nicht mit qw.Der Auftriebsterm wird analog zum Auftriebsterm in der Grundstromung ineine Taylorreihe entwickelt.K1̂0 = 45r=4Gr(3+5r)=3 14BT  "("K̂0 + "2K2 ̂ 0 +O("2)#=   45r=4Gr(3+5r)=3 "̂0 + "KA ̂ 0 +O("2)# (4.38)































Abb. 4.3 : Indierenzkurven fur die Prandtl{Zahlen Pr = 0:733 und Pr = 6:7(typisch fur Luft und Wasser) nach Gleichung (4.31) (konstanteStowerte)Abbildung 4.3 zeigt zunachst die neutralen Kurven bei konstanten Stowertenfur verschiedene Prandtl{Zahlen. Der grau schraerte Bereich kennzeichnet denBereich, in dem zwei Losungen existieren. Dieser Eekt tritt bei Prandtl{Zahlenab etwa Pr = 2:0 auf. Zu jedem Wertepaar Gr, ! gibt es dann zwei verschiedeneEigenwerte ̂. Inwieweit diese Mehrdeutigkeit der Losungen fur groe Prandtl{Zahlen auch in der Realitat eine Bedeutung hat bzw. beobachtet werden kann,ist bisher noch nicht untersucht worden. Es ist jedoch realistisch anzunehmen,da in einer Stromung Storungen verschiedener Anfachungsrate und Wellenzahl
Lokale parallele Stabilitatsanalyse 71gleichzeitig auftreten und daher die Losung des mathematischen Modells hierkeinen Widerspruch zur Physik darstellt.Eekte temperaturabhangiger StowerteIn diesem Abschnitt soll der Einu des Temperaturfeldes auf die Stabilitat derStromung analysiert werden. Ziel ist es, die Eekte der einzelnen temperatur-abhangigen Stowerte sowohl qualitativ als auch quantitativ in einer moglichstallgemeinen Darstellung zu erfassen. Wie schon in Kapitel 3 fur die Rayleigh-Benard{Stromung, wird fur den kritischen Wert der das Problem beschreiben-den Kennzahl (hier: Grashof{Zahl) ein allgemeiner Zusammenhang angegeben,der fur beliebige Temperaturdierenzen (T w T 1) und auch fur beliebige Fluidegultig ist.Grkrit = Grkrit;0(Pr) + " [KA(Pr) + KAAA(Pr) + KA(Pr)+KA(Pr) + KcAc(Pr)] +O("2) (4.39)Anders als im Fall der Rayleigh{Benard{Konvektion sind hier die Einufunk-tionen A; AA; ::: sowie auch die kritische Grashof{Zahl Grkrit;0 zusatzlich vonder Prandtl{Zahl abhangig. Im folgenden werden die konkreten Beispiele be-vorzugt fur die Prandtl{Zahlen Pr = 6:7 und Pr = 7:0 angegeben.Alle Ergebnisse in diesem Kapitel, die Stowerteekte beinhalten, wurden nachder kombinierten Methode oder der direkten Methode berechnet. Die entspre-chende Grundstromung wurde nach den Gleichungen (4.13){(4.24) bis zur 1.Ordnung berechnet. Hohere Ordnungen wurden ebenfalls nach der direktenbzw. kombinierten Methode bereitgestellt.Um einen Eindruck von den Eekten der einzelnen Stowerte auf das Stabi-litatsverhalten zu bekommen, ist in Abbildung 4.4 die Anfachungsrate i uberder Grashof{Zahl fur die Storungsfrequenz F = 2f Gr1=3=UB = !Gr1=3 =0:305 aufgetragen.


















Abb. 4.4 : Anfachungsrate 0. und 1. Ordnung einer Storung mit der FrequenzF = 0:305 (Pr = 6:7)Die einzelnen Stowerteinusse, welche in Abbildung 4.4 zu sehen sind, sind inForm der Einufunktionen i; iA; : : : fur die Prandtl{Zahl Pr = 6:7 dar-gestellt. Es ist zunachst kein einheitlicher Trend in den einzelnen Einufunk-tionen feststellbar. Lediglich die Abnahme des Betrages der Einufunktionenmit Zunahme der Grashof{Zahl scheint einheitlich zu sein.Der reale Eekt der temperaturabhangigen Stowerte auf die Anfachungsratekann unter Hinzunahme der entsprechenden Stokonstanten (s. Tabelle 2.2)K; KA; ::: und der Heizrate " = (T w   T 1)=T 1 berechnet werden. Mit denWerten fur Wasser aus Tabelle 2.2 (Pr  7:0) und KA = K2=K = 15:89ergeben sich dann die zusammengesetzten Anfachungsraten i fur verschiedeneHeizraten nach Bild 4.5. Die in Abbildung 4.5 dargestellten Ergebnisse zeigendie Summe aller Stowerteekte auf die lokale Anfachungsrate bis zur 1. Ord-nung. Negative Werte fur die Heizrate " entsprechen dem Fall, da die Wandgekuhlt wird (Im Fall einer Kuhlung ist zu beachten, da Wasser bei 0oC gefriertund daher die Ergebnisse nur bis ca " = 0:68 als gultig sind).















Abb. 4.5 : Zusammengesetzte Anfachungsrate i einer Storung mit der Fre-quenz F = 0:305 fur verschiedene Heizraten " (Pr = 6:7, T =293K)Die Stromung ist in diesem Fall der Gravitationsbeschleunigung gleichgerichtet(Plattenvorderkante oben), also entgegengesetzt der in Bild 4.1 eingezeichnetenRichtung. Die in Bild 4.5 eingezeichneten Pfeile deuten die Richtung an, in derdie lokalen Anfachungsraten gegenuber der Anfachungsrate ohne Stowerteek-te (0. Ordnung) verringert (Stabilisierung), bzw. vergroert (Destabilisierung)werden. Es ist zu beachten, da die Ergebnisse aus Abbildung 4.5 lediglich furdie gezeigte Frequenz der Storung gultig sind. D.h., fur eine Storung mit derFrequenz F = 0:305 in einem Fluid der Prandtl{Zahl Pr = 6:7 wirken sichdie Eekte variabler Stowerte (nur 1. Ordnung) bei einem positiven Tempera-turgradienden (@T =@y > 0) in der Stromung destabilisierend aus, bei negati-vem Temperaturgradienden (@T =@y < 0) hingegen stabilisierend. Dieses stehtzunachst im Widerspruch zu den Beobachtungen an Grenzschichtstromungenbei erzwungener Konvektion. Dort gilt zumindest fur die kritische Reynoldszahlgenau das Gegenteil (s. Kapitel 5). Inwiefern hier ein Widerspruch besteht,oder lediglich andere Eekte aufgrund eines anderen Stromungstypen auftre-




















PrAbb. 4.6 : Einufunktionen 1. Ordnung und kritische Grashof{Zahl als Funk-tionen der Prandtl{Zahl.Abweichend von den Beobachtungen bei der erzwungenen Konvektion (Ka-pitel 5) ist A im gesamten gezeigten Bereich fur die Prandtl{Zahl positiv.Der Viskositatseekt erster Ordnung ist hier also genau entgegengesetzt zum
Lokale parallele Stabilitatsanalyse 75Fall der erzwungenen Konvektion. Fur eine Wasserstromung erhalt man un-ter ausschlielicher Berucksichtigung der Viskositat einen stabilisierenden Ef-fekt im Falle Tw < T1 und einen destabilisierenden Eekt fur Tw > T1(Grkrit = 32:5   12:9"). Eine Auswertung der Gleichung (4.39) fur alle Sto-werte ergibt Grkrit = 32:5 + 8:14" (Pr = 7:0). Hier liefert also die alleinigeBetrachtung des Eektes der Viskositat ein irrefuhrendes Ergebnis, und es istoensichtlich nicht zulassig nur den Viskositatseekt zu betrachten.In den Arbeiten von Sabhapathy und Cheng (1986) sowie von Jang und Mol-lendorf (1988) wird der Einu der Viskositat auf die Stabilitat der naturlichenKonvektion an der isothermen vertikalen Wand als stabilisierend fur den FallTw > T1 und destabilisierend fur Tw < T1 angegeben. Beide Arbeiten befassensich mit Fluiden im Prandt{Zahlenbereich Pr > 6:0. Da in beiden Arbeiten dieFilmtemperatur (T film = (T w +T 1)=2) als Bezugstemperatur (Entdimensionie-rung) gewahlt wurde, ist der Eekt variabler Stowerte dort gegenuber dem Fallkonstanter Stowerte anders bewertet worden als in der vorliegenden Arbeit.Wie schon You und Herwig (1997) anmerkten wird durch die unterschiedlicheWahl der Bezugstemperatur lediglich eine Niveauverschiebung bewirkt. Dieskann zu einer irrefuhrenden Bewertung der Eekte variabler Stowerte fuhren.Bei konstanten Stowerten ist der Wert der Viskositat bei Filmtemperaturidentisch mit dem bei Umgebungstemperatur (s. Sabhapathy, Cheng (1986)).Die Werte der kritischen Grashof{Zahlen in den erwahnten Arbeiten entspre-chen dann den hier berechneten Werten. Bei Berucksichtigung der Temperatu-rabhangigkeit der Stowerte andert sich dies. Die Grashof{Zahl wird dann beiSabhapathy und Cheng nicht mit 1 sondern mit film gebildet und ein direkterVergleich zwischen den kritischen Werten fur die Grashof{Zahl, welche mit filmgebildet wurde und den Werten der mit 1 gebildeten Grashof{Zahl ist nichtmehr moglich. Es kann jedoch eine Transformation durchgefuhrt werden, die eserlaubt zumindest naherungsweise eine Vergleich der Ergebnisse durchzufuhren.Dazu sind sowohl die Prandtl{Zahl als auch die Grashof{Zahl entsprechenddem verwendeten Bezugszustand umzurechnen. Eine solche Umrechnung sollte
76 Senkrechte beheizte Plattedann Aufschlu uber die unterschiedliche Beurteilung der Stowerteekte gebenkonnen. Als Beispiel ist hier das Ergebnis von Sabhapathy und Cheng fur einePrandtl{Zahl von ~Pr = 10 umgerechnet worden (Mit~gekennzeichnete Kenn-zahlen sind mit der Viskositat bei Filmtemperatur gebildet). Sabhapathy undCheng (1986) gaben ein lineares Stogesetz der Form  = 1 + film   1=2an. Wobei film = "K ist. Fur film = 0:5 (Tw < T1) ergibt sich so bei ei-ner Nachrechnung der Ergebnisse von Sabhapathy und Cheng eine kritischeGrashof{Zahl von ~Grkrit = 28:56. Diese ist dann jedoch mit den Bezugsgroenbei Filmtemperatur gebildet. Der Prandtl{Zahl von ~Pr = 10 entspricht ei-ne mit der Viskositat bei Umgebungstemperatur gebildete Prandtl{Zahl vonPr = (1   f=2) ~Pr = 7:5. Die Umrechnung der kritischen Grashof{Zahl furkonstante Stowerte und Pr = 7:5 (s. Abbildung 4.6 oben) von Grkrit = 32:1auf eine Grashof{Zahl, welche mit der Viskositat bei Filmtemperatur gebildetwird, ergibt schon~Grkrit = [1  film=2]1=2Grkrit = 27:8 : (4.40)Die Dierenz zu ~Grkrit = 28:56 ist dann der reale Eekt variabler Viskositat undbewirkt ein Ansteigen der kritischen Grashof{Zahl um Grkrit = 28:56 27:8 =0:76, also eine Stabilisierung der Stromung. Diesen Wert erhalt man naherungs-weise auch unter Verwendung von Gleichung (4.39) und dem Wert A = 1:94(s. Abbildung 4.6 unten): Grkrit = "KA = 0:5  1:94 = 0:97. Die Die-renz zwischen beiden Werten ist dadurch zu erklaren, da der Dierenzbetrag0:76 aus den Ergebnissen direkter Berechnungen der kritischen Grashof{Zahlmit einem linearen Stogesetz stammt und damit auch Eekte hoherer Ord-nung (A; : : :) in den Ergebnissen vertreten sind. Dahingegen wurde der Wert0:97 aus dem asymptotischen Zusammenhang (4.39) bestimmt und enthalt nurEekte 1. Ordnung.Es ist keineswegs als falsch anzusehen, den Bezugspunkt bei Filmtemperaturzu wahlen. Vielmehr zeigt sich hier, da die Beurteilung der Eekte variablerStowerte sehr stark von der Wahl des Bezugszustandes abhangt und da eine


















pc  - Effekt
Gesamteffekt
Pr=7.0Abb. 4.7 : Einu der Stowerte auf die kritische Grashof{Zahl fur ein was-serahnliches Fluid (Pr = 7:0, nur Eekte 1. Ordnung)Einen weiteren starken Einu hat jedoch auch die Dichte in Form des AA{Eektes. Dieser Eekt ist die Folge aus Veranderungen des Auftriebstermsaufgrund von Dichteanderungen. Obwohl die Dichte von Flussigkeiten nur





























GrAbb. 4.8 : Einufunktionen 1. Ordnung (Ai) in Abhangigkeit der Frequenzder Storbewegung (Pr = 6:7, T = 293K)Dazu sind die Einufunktionen 1. Ordnung fur eine Prandtl{Zahl von Pr = 6:7
Lokale parallele Stabilitatsanalyse 79in Abhangigkeit der Frequenz F berechnet und in Abbildung 4.8 dargestellt wor-den. Anhand von Abbildung 4.8 ist deutlich zu sehen, da die Einufunktio-nen 1. Ordnung eine starke Abhangigkeit von der Frequenz der Storbewegunghaben. Die in Abbildung 4.4 und 4.5 gezeigten Anfachungsraten 1. Ordnungweisen fur die Stelle i0 = 0 das gleiche Verhalten auf, wie es durch die Ein-ufunktionen A; AA; : : : in Abbildung 4.8 fur die Frequenz F = 0:305 an-gezeigt wird. Dahingegen ist deutlich sichtbar, da gerade im kritischen Punkt(F = 0:19) die Werte der Ai verschieden sind und daher auch die Anfachungs-raten 1. Ordnung dort anders verlaufen mussen. Ob und wie eine Storung durchtemperaturabhangige Stowerte beeinut wird, ist also auch von der Frequenzder Storung abhangig.Durch die Arbeiten von Gebhart und Mahajan (1975, 1982), Godaux und Geb-hart (1974) sowie Jaluria und Gebhart (1971) ist bekannt, da in der Grenz-schicht an der vertikalen beheizten Wand Storungen mit einer sogenannten cha-rakteristischen Frequenz besonders stark angefacht werden und der Tran-sitionsproze durch eben diese Storungen eingeleitet wird. Fur die thermischeRandbedingung Tw = konst. und eine Fluid mit der Prandtl{Zahl Pr = 6:7 liegtdie charakteristische Frequenz bei etwa F = 0:28. Fur eben diese Frequenz istder Eekt variabler Stowerte auf das Amplitudenverhaltnis A=A0 untersuchtworden. Fur den Fall der isothermen Wand giltln( AA0) =  13 GrZGr0 i dGr : (4.41)Dabei ist A0 die Amplitude der Storung auf der neutralen Kurve. Aus denAbbildungen 4.5 und 4.8 ist etwa abschatzbar, da die Anfachungsraten unterEinu variabler Stowerte bei einer Frequenz von F = 0:28 ahnlich wie in Ab-bildung 4.5 verlaufen werden. Somit ist fur T w > T 1 eine starkere Anfachungder Storungen und damit ein eher einsetzender Transitionsproze zu erwar-ten als fur den umgekehrten Fall. Je groer die absolute TemperaturdierenzjT w > T 1j ist, desto starker macht sich dieser Trend bemerkbar.
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Abb. 4.9 : Anfachungsraten 0. und 1. Ordnung (oben) und resultierendes Am-plitudenverhaltnis ln(A=A0) (unten) fur Storungen mit der FrequenzF = 0:28 (Pr = 6:7, " = 0:05)In Abbildung 4.9 sind die einzelnen Stowerteekte auf das Amplituden-
Lokale parallele Stabilitatsanalyse 81verhaltnis ln(A=A0) dargestellt. Es sind dazu jeweils die Anfachungsrateni = i0 + "Kjij (j = ; A; : : :) mit " = 0:05 (T   14:6) addiert undnach Gleichung (4.41) integriert worden. Die K{Werte sind Tabelle 2.2 entnom-men (Wasser, T = 293K). Die Anfachungsraten ij sind in Abildung 4.9 (oben)noch einmal fur die Frequenz F = 0:28 angegeben. Die daraus zusammengesetz-ten Amplitudenverhaltnisse sind darunter dargestellt (untere Kurve: konstanteStowerte; ; ; ; cp{Eekte; obere Kurve: alle Eekte; A{Eekt). Es zeigtsich, da auch hier der A{Eekt entscheidend ist. Das liegt zum einen daran,da das Verhaltnis K2=K in diesem speziellen Fall sehr gro ist. Zum Anderensteigt  iA stromabwarts monoton an, wahrend  i mehrfach das Vorzeichenwechselt und alle anderen  i aufgrund der kleinen K{Werte vernachlassigbarsind. In dem grau eingefarbten Kasten in Abbildung 4.9 (unten) ist der Ein-u der ubrigen Stowerte vergroert dargestellt. Dadurch wurde der Einuder Viskositat verdeutlicht. Die Eekte der ubrigen Stowerte (; ; cp) sindverschwindend gering, so da die dafur berechneten Kurven der Amplituden-verhaltnisse mit der Kurve fur konstante Stowerte zusammenfallt. Fur den hieruntersuchten sehr speziellen Fall wirkt der Einu variabler Stowerte zunachststabilisierend auf die Grenzschicht bei T w > T 1 (s. Abbildung 4.7). Betrachtetman jedoch das Amplitudenverhaltnis der Storungen mit der charakteristischenFrequenz F = 0:28, so ist der Eekt umgekehrt. Diese Beobachtung machtenauch Sabapathy und Cheng (1986) fur den Einu des temperaturabhangigenisobaren thermischen Ausdehnungskoezienten auf das Stabilitatsverhalten derStromung. Durch die Berucksichtigung der Temperaturabhangigkeit von  ha-ben sie nichts anderes gemacht, als die Dichteanderung im Auftriebsterm biszur 1. Ordnung (asymptotisch) zu erfassen. Das entspricht dem A{Eekt inder vorliegenden Arbeit.Anmerkung: Die hier angestrengten Untersuchungen sind bis zur Bestimmungder Einufunktionen als allgemeingultig anzusehen. Aussagen zum Einu derverschiedenen temperaturabhangigen Stowerte auf die Stabilitat bzw. auf dasTransitionsverhalten der Stromungen sind nur fur jeweils spezielle Situationen
82 Grenzschicht an der vertikalen beheizten Plattemachbar. Das zeigt schon die Besonderheit des A{Eektes, der bei einer Tem-peratur von T 1 = 343K nur noch etwa 1=5 des gezeigten Eektes ausmachendurfte, da das Verhaltnis K2=K fur diese Temperatur nur noch ca. 3 betragt(Gersten, Herwig (1992)). Bei einer Temperatur von 4oC hingegen kommt z.B.bei Wasser noch ein spezieller Eekt durch die Wasseranomalie hinzu. Da hiernur eine Theorie 1. Ordnung fur " ! 0 verfolgt wurde, konnen die Ergebnis-se lediglich einen Anhaltspunkt darstellen und Hinweise fur weitere speziellereAnalysen geben.4.4 Nichlokale nichtparallele Stabilitatsanalyse der Grenzschicht-stromung an der vertikalen beheizten PlatteDie nichtlokale nichtparallele Stabilitatsanalyse der naturlichen Konvektions-stromung an der vertikalen beheizten Platte mittels der vollstandigen PSE{Gleichungen wird in diesem Kapitel unter dem Aspekt der Brauchbarkeit undVergleichbarkeit mit Ergebnissen der OSE{Analyse betrachtet. Da bisher ledig-lich eine Arbeit bekannt ist, in der die PSE{Gleichungen fur den vorliegendenStromungstyp gelost wurden (Brooker (1996): nur lokale Losungen), soll das Zieldieses Abschnitts in der Bewertung der Theorie bezuglich der Anwendbarkeitbestehen.Die Bezugsgroen fur die PSE{Gleichungen sind entsprechend der Tabelle 2.1zu wahlen, wobei fur die Bezugslange LB die Grenzschichtdicke (x0) an einerfesten Stelle x0 gesetzt wird. Das so festgelegte Koordinatensystem mit denKoordinaten x̂ = x=(x0) und ŷ = y=(x0) erfordert eine Transformationder nach Kapitel 4.2 berechneten Grundstromung nach folgender Vorschrift:	(x̂; ŷ) =  x̂̂x0!3=4 f(x; s) ; x̂0 = Gr04 = 0@g1BT (4x0)34421 1A1=4 (4.42)
Nichtlokale nichtparallele Stabilitatsanalyse 83Daraus kann die Grundstromung zu @	(x̂; ŷ)@x̂ = v = 14x̂1=4x̂3=40 24f 0(x; s) ŷ  x̂0̂x !1=4   3f(x; s)35 (4.43)und@	(x̂; ŷ)@ŷ = u = f 0(x; s)  x̂̂x0!1=2 (4.44)berechnet werden. Die Koordinate quer zur Stromungsrichtung ist ŷ = y=0 =s(x̂=x̂0)1=4. Der komplexe Parameter ̂ wird nach̂ = ̂0(x0)(x) = ̂  Gr0Gr !1=3 (4.45)umgerechnet. Diese Transformation gilt naturlich nur fur die thermische Rand-bedingung Tw = konst., kann aber in ahnlicher Weise auch fur andere thermi-sche Randbedingungen durchgefuhrt werden.4.4.1 Lokale LosungenBrooker (1996) berechnete die lokalen Losungen fur die naturliche Konvektions-stromung an der vertikalen Wand und stellte bei einem Vergleich mit direktennumerischen Simulationen des Problems fest, da die von Bertolotti (1991) vor-geschlagenen Gleichungen zur Erzeugung lokaler Losungen starke Abweichun-gen gegenuber diesen aufwiesen. Er schlo daraus eine nicht korrekte Widergabeder physikalischen Situation durch die lokalen Losungen und schlug eine Erwei-terung der Gleichungen in Form der sogenannten modied PSE vor. Bei derEntwicklung sowohl der PSE{Gleichungen, als auch der Grundstromungstermein x̂{Richtungen vernachlassigte er nur die Terme 2. Ordnung der Entwicklun-gen. Die Terme, welche durch Produkte von Termen 1. Ordnung der Form a1â1entstehen, wurden jedoch in die Gleichungen aufgenommen. Dies ist zwar nicht
84 Grenzschicht an der vertikalen beheizten Plattekonsequent, da nur ein Teil der Terme 2. Ordnung berucksichtigt wurde, er-brachte aber die erhote Verbesserung der Ergebnisse. Desweiteren wurden nurTerme 1. Ordnung benotigt, wodurch nur die Losung des Gleichungssystems 0.und 1. Ordnung erforderlich ist. Die Gleichungen (2.24) aus Kapitel 2.2.2 lautendann in der modizierten Form264 [K0 M0 E0]T + " [K1 M1 E1]T " [K2 M2 E2 ]T[K4 M4 E4]T [KME015] 375 8><>: ~	0~	1 9>=>; = 8><>: ~0~0 9>=>; : (4.46)Der Platzhalter KME015 steht fur den AusdruckKME015 = [K0 M0 E0]T + " [K1 M1 E1]T + [K5 M5 E5]T : (4.47)Die Operatoren K2; M2; E2 sind gegenuber den Operatoren K2; M2; E2 ausGleichung (2.24) um Terme der Ordnung O("2) erweitert worden, die sich durchProdukte aus x{Ableitungen der Grundstromung und der Storgroen zusam-mensetzen. Diese Terme sind also in Bezug auf die in Kapitel 2 vollzogene Her-leitung der PSE{Gleichungen nach der Methode multipler Skalen Terme hohererOrdnung und sollen daher nicht weiter berucksichtigt werden. Die OperatorenK5; M5; E5 hingegen sind lediglich aus der Entwicklung der PSE{Gleichungenin x{Richtung als Produkte der Terme 1. Ordnung dieser Entwicklungen hin-zugekommen und daher im Sinne der Methode multipler Skalen keine Termehoherer Ordnung. Sie ergeben sich aus den Operatoren K4; M4; E4 durch ein-faches Dierenzieren @=@i̂.Ein Vergleich der modizierten lokalen Losungen und der lokalen Losungen derPSE{Gleichungen mit den Ergebnissen der direkten numerischen Simulationvon Brooker (1996) ist in Abildung 4.10 zu sehen (Die mit~gekennzeichnetenGroen wurden fur den Vergleich mit Lb entdimensioniert (s. Kapitel 4.3) undnicht mit 0). Dargestellt sind die Betrage der Amplitudenfunktionen ̂ und û,sowie die Anfachungsraten ~iu und ~i. Durch die starke Kopplung zwischenTemperatur{ und Stromungsfeld ist es nun zweckmaig, eine Anfachungsrate
Nichtlokale nichtparallele Stabilitatsanalyse 85fur die Temperaturschwankungen in gleicher Weise wie fur die Geschwindig-keitsschwankungen (Kapitel 2.2.2) zu denieren.








































Abb. 4.10 : Vergleich der lokalen (nach Gleichung (2.24)) und modizierten lo-kalen Losungen (nach Gleichung (4.46)) mit Losungen aus einerdirekten numerischen Simulation von Brooker (1996) (Pr = 7:0,F = 0:314, Gr = 50)Geht man davon aus, da die DNS{Ergebnisse von Brooker (1996) die Physikder Storungsentwicklung in der naturlichen Konvektionsgrenzschicht an der be-heizten Wand am besten wiedergeben, so zeigt sich in Abbildung 4.10 deutlichdie Verbesserung der Ergebnisse durch die modizierten Gleichungen (4.47).Besonders im wandnahen Bereich (~y < 10) ist dieser Unterschied von Bedeu-tung, wenn die Anfachungsrate nach Gleichung (2.25) bestimmt wird. Brooker
86 Grenzschicht an der vertikalen beheizten Platte(1996) denierte eine gewichtete integrale Anfachungsrate~iq = 1~yR0 jq(x̂; ~)j d~ ~yZ0 iq(x̂; ~) jq(x̂; ~)j d~ (4.48)fur das Problem. Der Index q steht fur die entsprechenden Storgroen û bzw.̂. Der Grund fur die Einfuhrung der modizierten Gleichungen liegt daherauf der Hand. Diese Denition der Anfachungsrate ist sehr viel sensibler ge-genuber Abweichungen zu Ergebnissen aus der direkten numerischen Simula-tion. Dennoch ist selbst fur die in dieser Arbeit gewahlte Anfachungsrate dieDierenz zwischen den modizierten lokalen Losungen und den lokalen Losun-gen relativ gro. Fur die in Abbildung 4.10 dargestellte Storung ergibt sich z.B.nach den modizierten Gleichungen eine Anfachungsrate von ~iu = 0:0097 ge-genuber ~iu = 0:0083 aus den nicht modizierten Gleichungen. Das entsprichteiner Abweichung von uber 14%. Die Abweichung in der Anfachungsrate fur dieTemperaturschwankung betragt sogar uber 100%. Fur Untersuchungen, welcheauf den Gleichungen fur die lokalen Losungen basieren, sollten daher immer diemodizierten Gleichungen benutzt werden. Das haben auch Berechnungen beianderen Frequenzen und Grashof{Zahlen gezeigt.Anmerkung: Ein Vergleich der Ergebnissse aus den hier verwendeten mo-dizierten Gleichungen mit Ergebnissen aus den modizierten Gleichungenvon Brooker machte deutlich, da die Stromfunktionsformulierung der PSE{Gleichungen nicht aquivalent mit einer u; v{Formulierung des Problems ist.Der Grund hierfur liegt in dem Zusammenhang zwischen der Storgroe v0 undder Stromfunktion 	0. Nach der Methode der multiplen Skalen gilt@	0@x = @	0@~x + "@	0@x =  v0 : (4.49)Somit enthalten alle Terme mit v0 schon einen Term der Ordnung O(") (	0x) ,der jedoch in der u; v{Darstellung nicht explizit auftaucht. Dieser Eekt fuhrtgerade bei kleinen Grashof{Zahlen zu Abweichungen in den Ergebnissen derverschiedenen Formulierungen, die aber relativ gering sind.













































Abb. 4.11 : Vergleich der PSE{Losungen(nach Gleichung (2.12){(2.14)) undLosungen der modizierten Gleichungen (4.46) mit Losungen auseiner direkten numerischen Simulation von Brooker (1996) (Pr =7:0, F = 0:314)
88 Grenzschicht an der vertikalen beheizten PlatteAber auch die modizierten Gleichungen fur die lokalen Losungen sind im Be-reich kleiner Grashof{Zahlen (Gr < 50) nicht mehr genau genug. Dadurch wirdes nahezu unmoglich, ein genaues Ergebnis fur die kritische Grashof{Zahl mit-tels der PSE{Gleichungen zu berechnen. Gerade fur hohe Prandtl{Zahlen liegendie kritischen Werte bei Grashof-Zahlen um Grkrit = 30.Dennoch, die Berechnungen mittels der PSE{Gleichungen zeigen bessere Uber-einstimmung mit den Ergebnissen aus der direkten numerischen Simulation alsdie modizierten Gleichungen fur die lokalen Losungen. Abbildung 4.11 zeigtden Vergleich zwischen DNS-Rechnungen (Brooker (1996)) und Losungen derPSE{Gleichungen. Zusatzlich sind die Losungen der modizierten Gleichungen(4.46) eingezeichnet. Abbildung 4.11 zeigt wiederum die Anfachungsraten alsFunktionen von ~y. Der Unterschied zwischen PSE{Gleichungen und den modi-zierten lokalen Losungen wird gerade bei kleineren Grashof{Zahlen sehr deutlichsichtbar. D.h., da eine Entwicklung der PSE{Gleichungen bis zur 1. Ordnungin x{Richtung in diesem Fall nicht mehr alle Eekte korrekt erfat, da die Ande-rungen mit x nicht ausreichend genau wiedergegeben werden konnen. Die durchdie PSE{Gleichung berechneten Anfachungsraten der Temperaturstorungen wieauch die der Geschwindigkeitsschwankungen geben die Physik im wandnahenBereich besser wieder.Eine Auftragung der Anfachungsraten uber der lokalen Grashof{Zahl zeigt Ab-bildung 4.12. Dort ist ein Vergleich zwischen den PSE{Rechnungen, den modi-zierten lokalen Losungen und den Ergebnissen der Orr{Sommerfeld{Analyse zusehen. Mit den PSE{Gleichungen bzw. den modizierten Gleichungen wird esnun auch moglich sowohl die Anfachungsraten der Schwankungsgeschwindigkeitu0 als auch die der Schwankungstemperatur T 0 zu bestimmen. Wie zu erwartenwar bestehen die groten Dierenzen zwischen den einzelnen Ergebnissen imBereich kleiner Grashof{Zahlen. Auch die schon angedeutete Abweichung derlokalen Losungen von denen der vollstandigen PSE{Gleichungen ist im Bereichkleiner Grashof{Zahlen relativ gro, und nimmt dann zu groen Grashof{Zahlenhin ab.
















Abb. 4.12 : Anfachungsraten ~iu und ~i der Geschwindigkeits{ und Tempe-raturschwankungen. Vergleich zwischen PSE{Losungen, Losungender modizierten Gleichungen (4.46) und OSE{Losungen (Pr =7:0, F = 0:314)Auallig ist auch, da die Anfachungsrate fur die Temperaturschwankungen im-mer kleiner ist als die fur die Geschwindigkeitsschwankungen. Somit kann davonausgegangen werden, da Temperaturschwankungen erst weiter stromabwartsinstabil werden als Geschwindigkeitststorungen. Godaux und Gebhard (1973)untersuchten das Temperaturschwankungsfeld an der vertikalen beheizten Plat-te. Sie unterschieden zwischen zwei Transitionsgebieten. In dem 1. Gebiet ver-liert das Geschwindigkeitsfeld seine laminare Form und der Transitionsprozebeginnt. Darauolgend setzt in dem 2. Gebiet die "thermische Transition" ein,d.h. das Temperaturfeld durchlauft einen Umbildungsproze. Diese Abfolge ent-spricht in etwa den durch die PSE{Gleichungen berechneten Ergebnissen fur dasVerhalten primarer Storungen.
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Abb. 4.13 : Vergleich der Indierenzkurven aus der PSE{Analyse mit der neu-tralen Kurve aus der OSE{Analyse (Pr = 0:733)



















Abb. 4.14 : Vergleich der Anfachungsraten ~iu aus der PSE{Analyse mit ~i ausder OSE{Analyse fur verschiedene Frequenzen (Pr = 0:733)Die in Abbildung 4.13 gezeigten Indierenzkurven aus der PSE{Analyse weisengenau wie die neutrale Kurve aus der Orr{Sommerfeld{Analyse eine Zweitei-lung auf. Es zeigte sich bei den PSE{Rechnungen, da der obere Ast aus einer2. Losung des Systems hervorgeht, einer sogenannten Sekundarlosung, welche
92 Grenzschicht an der vertikalen beheizten Platteunabhangig von der primaren Losung (unterer Ast) ist (s. Kapitel 4.3). Inwie-weit eine solche Losungsstruktur bei anderen Prandtl{Zahlen vorliegt oder obsogar weitere unabhangige Losungen existieren, soll in Zukunft geklart werden.Die numerische Losung der PSE{Gleichungen erwies sich als besonders schwierigbei niedrigen Frequenzen und kleinen Grashof{Zahlen, da dort zum einen groeWellenlangen vorliegen und zum anderen die Anfangsbedingungen nicht genaugenug durch die modizierten Gleichungen vorgegeben wurden. Eine von Liund Malik (1996) durchgefuhrte Stabilitatsanalyse des Berechnungsverfahrenszur Losung der PSE{Gleichungen zeigt, da die Schrittweite als x̂  1=rzu wahlen ist. Gerade fur niedrige Frequenzen kann dann aber keine genaueAuosung des Rechengebietes gewahrleistet werden, da die Schrittweiten sehrgro gewahlt werden mussen, und es treten Fehler bei der Bestimmung derindierenten Zustande auf.4.5 ZusammenfassungDer Einu temperaturabhangiger Stowerte auf die kritische Grashof{Zahl istmittels der erweiterten Orr{Sommerfeld Analyse bestimmt worden. Die Ergeb-nisse liegen in Form von Einufunktionen als Stowerteekte 1. Ordnung fureinen Prandtl{Zahlenbereich von Pr = 0:7 bis Pr = 10:0 vor. Da die Ein-ufunktionen als universelle Funktionen der Prandtl{Zahl angesehen werdenkonnen, ist es nun moglich fur jedes beliebige Fluid die Eekte der einzelnenStowerte auf den kritischen Wert der Grashof{Zahl unter Hinzunahme derentsprechenden Stokennzahlen (K{Zahlen) zu bestimmen.Im Gegensatz zu Darstellungen in der Literatur wurde der Eekt variablerViskositat als stabilisierend fur T w < T 1 und als destabilisierend fur T w > T 1gefunden. Dies ist auf eine andere Wahl der Bezugstemperatur zuruckzufuhren.Es wurde die Umgebungstemperatur T 1 an Stelle der Filmtemperatur T filmverwendet.In vielen Studien sind Stabilitatsuntersuchungen an einer Wasserstromung
Zusammenfassung 93durchgefuhrt worden. Gerade fur dieses Fluid zeigte sich, da bei einer Umge-bungstemperatur von T 1 = 20oC ein besonderer Eekt auftritt. Die besonde-ren Stoeigenschaften von Wasser in diesem Temperaturbereich (KA = 15:89)fuhren dazu, da der Dichteeekt und im besonderen die Dichtevariation imAuftriebsterm die Stabilitat der Stromung stark beeinut. Durch die Beruck-sichtigung aller Eekte kommt es so zur Stabilisierung der Stromung beiT w > T 1 bzw. zu einer Destabilisierung bei T w < T 1. Der Viskositatseektist daher hier nicht der entscheidende Eekt.Die PSE{Gleichungen sind im letzten Teil des voranstehenden Kapitels erfolg-reich angewendet worden. Gute Ubereinstimmung zwischen PSE{Ergebnissenund Ergebnissen der modizierten Gleichungen sowie der DNS{Rechnungenvon Brooker (1996) sind gefunden worden. Dabei zeigte sich eine bessere Uber-einstimmung der Ergebnisse aus den vollstandigen PSE{Gleichungen mit denErgebnissen der direkten numerischen Simulation von Brooker (1990), als beieinem Vergleich der modizierten Gleichungen mit den DNS{Rechnungen. Diemodizierten Gleichungen konnen im Bereich kleiner Grashof{Zahlen die x{Abhangigkeit der Losung nicht genau genug erfassen, da sie aus einer Entwick-lung der PSE{Gleichung bis zur 1. Ordnung in x gewonnen wurden. Weiter-hin wurde gezeigt, da die Losungen der PSE{Gleichungen fur groe Grashof{Zahlen erwartungsgema mit den Losungen der Orr{Sommerfeld{Gleichungenzusammenfallen. Jedoch zeigten die Indierenzkurven aus beiden Theorien(Gr < 350) relativ groe Abweichungen voneinander. Dies ist zum einen eineFolge der willkurlichen Denition der Anfachungsrate bei einer PSE{Analyse,und zu anderen ist es auf die Nichtparallelitatseekte zuruckzufuhren, welchegerade im Bereich kleiner Grashof{Zahlen groen Einu haben.
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Abb. 5.1 : Schematische Darstellung der Grenzschichtstromung am Keil(Falkner{Skan{Stromung)Es wird die Grenzschichtstromung am Keil nach Abbildung 5.1 betrachtet. DieseGrenzschichten trit man bei der Umstromung eines halbunendlichen Keils an.Die dazugehorige Potentialstromung ist U(x)  xm, wobei m mit dem Keilwin-kelfaktor  uber die Beziehung m = =(2 ) verknupft ist. Ein Spezialfall deroben skizzierten Stromung ist die Grenzschicht an der ebenen Platte ( = 0).In der Literatur nden sich zu diesem Fall etliche Arbeiten, da die Platten-grenzschicht mehr oder weniger als Referenz fur alle anderen Grenzschichtenangesehen wird.
Vorbetrachtungen 95Die ersten Arbeiten uber die Stabilitat der Plattengrenzschicht sind von Toll-mien und Schlichting 1929 und 1933 durchgefuhrt worden. Weitere theoretischeund experimentelle Arbeiten folgten von Schubauer und Skramstadt (1948),Jordinson (1970, 1971) und vielen anderen. Die Abweichung der theoretischerrechneten Werte fur die kritische Reynolds{Zahl (Rekrit = 520) von dem ex-perimentell betimmten Wert von Rekrit = 400 (Ross et al.(1979)) wurde derVernachlassigung der nichtparallelen Eekte in der Theorie zugeschrieben. Umdiese Diskrepanz aufzulosen, bezog Bouthier (1972, 1973) die Nichtparallelitatder Grundstomung in sein Modell mit ein. Als Ergebnis erhielt er eine kleinerekritische Reynolds{Zahl, als es die Experimente vorraussagen. Gaster (1974)prasentierte eine Analyse, die zeigte, da nichtparallele Eekte nur wenig Ein-u auf die Dierenz zwischen Experiment und Theorie haben. Van Stijn undVan de Vooren (1983) bestatigten diese Ergebnisse. Die Dierenz zum Expe-riment jedoch blieb bestehen und ist im Bereich der hohen Frequenzen an-gesiedelt. Wie man wei, ist das der Bereich in dem Storungen nur schwachangefacht werden. Im Gegensatz dazu konnen niedrigere Frequenzen recht gutmit der linearen Stabilitatstheorie modelliert werden, und gerade sie leiten denTransitionsproze ein.Neuere Arbeiten basieren auf den PSE{Gleichungen (Herbert, Bertolotti (1987),Bertolotti (1991)) oder auf direkten numerischen Simulationen (Fasel, Konzel-mann (1990)).In diesem Kapitel wird der Einu eines Temperaturfeldes auf die Stabilitat derGrenzschichtstromung analysiert. Eine grundlegende Arbeit zu diesem Themaist von Wazzan et al. (1972) verfat worden. Sie untersuchten den Eekt tempe-raturabhangiger Viskositat auf die Stabilitat der Plattengrenzschicht in Wasserund fanden heraus, da die Beheizung der Grenzschicht die kritische Reynolds{Zahl von 520 auf ca. 16000 erhohen kann. Umgekehrt wirkt sich Kuhlen auf diePlattengrenzschicht in Wasser destabilisierend aus. Strazisar et al. (1977) wie-sen diesen Trend experimentell nach, wahrend Herwig und Schafer (1992) sowieSchafer et al. (1995) den Eekt variabler Viskositat und Dichte auf das Sta-
96 Stabilitat der Grenzschichtstromung mit Druckgradientbilitatsverhalten mittels asymptotischer Reihenentwicklung untersuchten undahnliche Ergebnisse erhielten. Weitere Arbeiten, die die gezielte Beeinussungder Stabilitat von Grenzschichten durch Heizen und Kuhlen mittels speziel-ler Wandtemperaturverteilungen behandeln, sind z.B. von Lee et al. (1990),Strazisar und Reshotko (1978), Nayfeh und El{Hady (1979) sowie Masad undNayfeh (1992) und Brooker et al. (1998) veroentlicht worden.In den meisten Fallen sind jedoch Ergebnisse nur fur spezische Stoe be-reitgestellt worden, oder die Analysen basieren lediglich auf der Einbeziehungvon Viskositats{ bzw. Dichteeekten. Eine weitere Einschrankung ist die derGrenzschichtstromung ohne Druckgradienten @p=@x = 0. Daher ist ein Zieldieses Kapitels, moglichst in allgemeiner Form die Eekte aller Stowerte aufdie Stabilitat sowohl der Plattengrenzschicht als auch der Grenzschichten mitDruckgradient zu analysieren. Dabei wird zunachst die lokale parallele Stabi-litatsanalyse angewandt, um allgemeine Beziehungen fur die kritische Reynolds{Zahl anzugeben. Diese Ergebnisse werden dann mit der nichtlokalen nichtpar-allelen Stabilitatsanalyse (PSE{Analyse) verglichen, um festzustellen inwiefernNichtparallelitatseekte fur die Stabiliat der Grenzschichten mit Warmeuber-gang eine Rolle spielen.5.2 GrundstromungAnalog zu der Grundstromung in Kapitel 4 lassen sich die Grenzschichtglei-chungen fur die erzwungene Konvektion herleiten. Lediglich der Auftriebstermwird hier vernachlassigt. Die entsprechende Ahnlichkeitstransformation lautet(x; y) ! (x; s) ; x = xLB ; s = y(x) mit: (x) = vuut x1UB(m + 1) :(5.1)Die Bezugsgeschwindigkeit ergibt sich aus potentialtheoretischen Berechnungender Auenstromung und ist durch den Ausdruck UB = U(x) = U1Bxm (B =BLm=U1) gegeben. Als Bezugstemperaturdierenz wird 4BT  = T w   T 1 =
Grundstromung 97(T w   T 1)Lxe eingefuhrt, damit die Randbedingungen unabhangig von x sind(s. Gersten, Herwig (1992)). Mit der Stromfunktion (s. Kapitel 4)f(x; s) = 	(x; y)UB(x)(x) (5.2)erhalt man die Grenzschichtgleichungen fur die Stromung am Keil mit variablenStowerten zu0@ 0@f 0 1A01A0 + 12f 0@f 0 1A0 + mm + 1 0@1  f 02 1A = (5.3)xm + 1 24f 0@ (f 0=)@ x   0@f 0 1A0 @ f@ x35 ;00 + 12 Pr cp  f 0   2em + 1f 0 ! = Pr cp xm + 1 24f 0@ @ x   0@ f@ x35 : (5.4)Die Randbedingungen lautens = 0 : f = f 0 =   1 = 0 ; (5.5)s !1 : f 0   1 =  = 0 :Nur fur den Fall Tw = konst: (e = 0) beschreiben die Gleichungen (5.3){(5.5)selbstahnliche Stromungen. In allen anderen Fallen liegen sogenannte quasi-selbstahnliche Grenzschichten vor, so da (5.3){(5.5) mittels einer speziellenEntwicklung, die die Temperaturverteilung auf der Wand berucksichtigt, aufein System gewohnlicher Dierentialgleichungen zuruckgefuhrt werden konnen.Mit den Ansatzena = 1 + "Kaxe  +O("2) ; (a =  ; ; :::) ; (5.6)fur die Stowertentwicklungen undb = b0 + "Kaxeba +O("2) ; (b = f ; ) ; (5.7)






































































Abb. 5.2 : Geschwindigkeitsverteilung 0. und 1. Ordnung fur die Grenzschichtam Keil bei verschiedenen Keilwinkeln  = 2m=(m + 1) (links:Pr = 0:7, rechts: Pr = 8:1, Tw = konst.)









mAbb. 5.3 : Kritische Reynolds{Zahl als Funktion des Exponenten m fur denisothermen Fall (konstante Stowerte)Mit den Kennzahlen K1 = (gLB)=U2B = Fr 2 ! 0 (Vernachlassigung desAuftriebterms), K2 = B=UBLB = 1=U1(x) = Re 1 und K3 = K2=Pr =
Lokale parallele Stabilitatsanalyse 101(RePr) 1 ist das Problem vollstandig beschrieben. Losungen der Gleichung(5.13) fur konstante Stowerte (0. Ordnung) sind in Form der kritischenReynolds{Zahl als Funktion des Exponenten m in Abbildung 5.3 aufgetragen.Der Kurvenverlauf zeigt, da verzogerte Stromungen m < 0 destabilisiert wer-den , beschleunigte Stromungen m > 0 hingegen werden stabilisiert.Im folgenden soll der Eekt temperaturabhangiger Stowerte auf das Stabi-litatsverhalten der Grenzschicht mit Druckgradient untersucht werden.Eekte temperaturabhangiger StowerteWie schon in den vorangegangenen Kapiteln 3 und 4 ist auch hier das Ziel,eine moglichst allgemeingultige Darstellung fur die kritischen Parameter desProblems zu erhalten. Die asymptotische Entwicklung der kritischen Reynolds{Zahl ergibt in Anlehnung an die Entwicklungen der GrundstromungRekritRekrit;0 = 1 + "xe [KA(Pr) + KA(Pr)] (5.15)+"2x2e hK2A(Pr) + K2A2(Pr) + KKA(Pr)+KKA(Pr) + KKcAc(Pr) + K2A(Pr) + K2A2(Pr)+KKA(Pr) + KKcAc(Pr) + K2A(Pr) + K2A2(Pr)+ KKcAc(Pr) + K2cAcc(Pr) + Kc2Ac2(Pr)i +O("3) :Aufgrund der hierarchischen Ordnung der Stowerteekte (s. Abbildung 2.5)kommen Eekte temperaturabhangiger Warmeleitfahigkeit und spezischer iso-barer Warmekapazitat erst in der zweiten Ordnung vor. Es ist daher davonauszugehen, da der grote Eekt von der Dichte{ und der Viskositatsvariationherruhrt. Gleichung (5.15) zeigt, da zur Bestimmung aller Einufunktionenbis zur 2. Ordnung 16 Gleichungen notwendig sind. Da eine entsprechende Ent-wicklung sehr aufwendig ist, kommt auch hier die kombinierte Methode zurBestimmung der Einufunktionen zum Einsatz. Die Einufunktionen der 1.
















0.1                                     1.0                                        10
0.1                                     1.0                                        10Abb. 5.4 : Einufunktionen A und A als Funktion der Prandtl{Zahl furverschiedene Exponenten m < 0 (Tw = konst.)
















0.1                                     1.0                                        10
0.1                                     1.0                                        10Abb. 5.5 : Einufunktionen A und A als Funktion der Prandtl{Zahl furverschiedene Exponenten m > 0 (Tw = konst.)

































Abb. 5.6 : Einu variabler Stowerte auf die kritische Reynolds{Zahl fur ver-schiedene Exponenten m > 0 (Eekte 1. Ordnung ("K, "K):Tw = konst., K{Werte nach Tabelle 2.2).
Lokale parallele Stabilitatsanalyse 105Der bekannte Eekt der Destabilisierung einer Grenzschichtstromung in Gasen,sowie der Stabilisierung von Grenzschichtstromungen in Flusskeiten durch eineerhohte Wandtemperatur bleibt tendenziell auch bei Stromungen unter Einueines Druckgradienten bestehen. Die in Abbildung 5.6 dargestellten Abhangig-keiten zeigen jedoch, da der Einu temperaturabhangiger Stowerte auf dieStabilitat einer beschleunigten Stromung (m > 0) zunachst mit m wachst.D.h., diese Eekte werden durch den zusatzlichen Druckgradienten anfanglichverstarkt. Mit zunehmendem Druckgefalle wird dann jedoch der Eekt dervariablen Stowerte abgeschwacht, so da es, wie im Falle der Gasstromung(m = 1:0) zur vollstandigen Aufhebung aller Eekte kommen kann. Geht manvon den Einzelergebnissen (Grenzschichtstromung mit variablen Stowerten oh-ne Druckgradient, Grenzschicht mit Druckgradient und konstanten Stowerten)aus, so konnte man vermuten, das Gesamtergebnis konne als Superponierungder Einzelergebnisse erhalten werden. Dies ist nicht der Fall, wie anhand vonAbbildung 5.6 leicht erkennbar ist. Eine mogliche Erklarung konnte der Ef-fekt temperaturabhangiger Dichte sein, der im Gegensatz zum Viskositatseektschon in der Grundstromung eine starke Abhangigkeit vom zugrundegelegtenTyp der Auenstromung (U  xm) zeigt (s. Abbildung 5.2). Da in Gasen Visko-sitat und Dichte etwa gleich groe Absolutwerte in ihren Temperaturgradientenaufweisen (s. Tabelle 2.2), ist anzunehmen, da die Eekte variabler Dichte dorteine erhebliche Rolle spielen. Dies erklart auch, warum die Abschwachung derStowerteinusse durch den Druckgradienten bei Flussigkeiten erst bei groerenWerten von m auftritt als bei Gasen (s. Abbildung 5.6).Fur Grenzschichtstromungen bei Druckanstieg (m < 0) konnen ahnliche Aussa-gen gemacht werden. Hier fuhrt eine Abnahme in m zunachst zur Abschwachungdes Viskositatseekts im gesamten Prandtl{Zahl Bereich (s. Abbildung 5.4 un-ten) und des Dichteeektes im Bereich hoher Prandtl{Zahlen (s. Abbildung 5.4oben). Fur stark verzogerte Auenstromungen kehrt sich dann der Eekt um,und die Temperaturabhangigkeit der Stowerte wirkt sich wieder starker auf diekritische Reynolds{Zahl aus. Eine Besonderheit zeigt sich fur den Dichteeekt
106 Grenzschicht am KeilA bei kleinen Prandtl{Zahlen, der durch den zusatzlichen Druckgradienten inder Auenstromung stetig verstarkt wird.5.3.1 Spezialfall: Ebene Platte (@p=@x = 0)Da die ebene Platte bei Stabilitatsuntersuchungen haug als Referenzfall be-trachtet wird, und viele bis heute bekannt gewordenen Ergebnisse auf Untersu-chungen der Grenzschichtstromung an der ebenen Platte basieren, wird dieserSpezialfall zur Untersuchung weiterer Eekte variabler Stowerte herangezogen.Es handelt sich dabei um:1. Eekte durch andere Randbedingungen (qw = konst:)2. Eeke hoherer Ordnung (A; A2; A; :::)Da die Grenzschichtgleichungen fur die ebene Platte mit variablen Stowertenfur die Randbedingung qw = konst. nicht mehr selbstahnlich sind, erfordertdie Bestimmung der Einufunktionen fur die kritische Reynolds-Zahl hier dieLosung der vollstandigen partiellen Dierentialgleichungen (5.3) und (5.4). Die-ser Aufwand kann durch die in Kapitel 5.2 vorgeschlagene Entwicklung umgan-gen werden, so da nunmehr nur die gewohnlichen Dierentialgleichungen (5.8){(5.11) gelost werden mussen. Mit Vorliegen der Grundstromung bis zur 1. Ord-nung konnen dann die Einufunktionen A(Pr) und A(Pr) bestimmt werden.Um die Einufunktionen hoherer Ordnung zu erhalten, mussen die Gleichun-gen (5.3){(5.5) entweder ebenfalls bis zur entsprechenden Ordnung entwickeltwerden, oder die kombinierte Methode mu auf die partiellen Gleichungen ange-wandt werden. Die Einufunktionen 1. Ordnung sind in Abbildung 5.7 denenfur den Fall Tw = konst. gegenubergestellt. Der Unterschied in den Randbedin-gungen macht sich in den Funktionen A und A nur geringfugig bemerkbar.Lediglich im Bereich kleiner Prandtl{Zahlen zeigt sich eine deutlichere Dierenzfur die Funktion A. Bei der Anwendung der Ergebnisse fur den Fall qw = konst.
Lokale parallele Stabilitatsanalyse 107in dimensionbehafteten Darstellungen ist jedoch auf den speziellen Ansatz beider Entwicklung, die diesen Ergebnissen zugrundeliegt, zu achten.









0.1                 1.0                  10 0.1                 1.0                  10Pr PrAbb. 5.7 : Vergleich der Einufunktionen 1. Ordnung fur die Randbedingun-gen Tw = konst. und qw = konst.Die kritische Reynolds{Zahl ist nun nicht mehr nur eine Funktion der Heizrate" sondern scheinbar auch der Ortskoordinate x (s. Gleichung (5.15)). Dies ergibtsich aus der speziellen Behandlung der thermischen Grenzschichtgleichung, inder eine Bezugstemperatur (T w   T 1)L xe eingefuhrt worden war (s. Kapitel5.1). Fur die kritische Reynoldszahl ergibt sich im Fall qw = konst.RekritRekrit;0 = 1 + "x1=2(KA + KA) +O(("x1=2)2): (5.16)Dabei resultiert der Faktor x1=2 aus der Wandtemperaturverteilung und istdaher nicht als x{Abhangigkeit der kritischen Reynolds{Zahl sondern vielmehrals Teil der Heizrate zu interpretieren, welche sich mit der Lauange andert.Eine solche Heizrate lat sich zu ~" = "x1=2 denieren.In Abbildung 5.8 ist die asymptotische Losung (5.16) ausgewertet worden undim Vergleich mit Messungen von Harrison et al. (1991) dargestellt. Harrisonet al. haben den Transitionsbeginn einer Luftstromung uber eine ebene Plattemit Hilfe einer auf Flussigkristallen basierenden Metechnik vermessen. Ausder Bezugstemperatur von 286.15 K ergeben sich die K-Werte zu K =  1 undK = 0:779.
108 Grenzschicht am Keil
Messungen (Harrison et al. (1991))








0.70Abb. 5.8 : Vergleich der experimentellen Ergebnisse von Harrison et al. (1991)mit den asymptotischen Ergebnissen nach Gleichung (5.16) furqw = konst. (T1 = 286:15K, Pr = 0:7)In Abbildung 5.8 ist die Heizrate " mit der lokalen Temperaturdierenz an derStelle x = L gebildet worden, so da gilt: ~" = "(L=L)1=2 = ". Der Zusam-menhang zwischen der in der Arbeit von Harrison et al. benutzten Stanton{ZahlSt = qw=(1U1cp1T 1) und " ist durch St = 0:406"=Re gegeben. Gleichung(5.16) zeigt, wie zu erwarten war, gute Ubereinstimmung mit den Meergebnis-sen fur "! 0.Als letzten Punkt gilt es nun noch, die Eekte hoherer Ordnung, d.h im spe-ziellen den Einu der spezischen isobaren Warmekapazitat cp(T ) sowie derWarmeleitfahigkeit (T ) zu untersuchen. Die gesuchten Einufunktionen sindin Tabelle 5.1 fur zwei Prandl{Zahlen dargestellt.Durch Einsetzen der entsprechenden Aij in die Gleichung (5.15) mit den ent-sprechenden K{Werten aus Tabelle 2.2 fur Wasser und Luft konnen die funk-tionalen Zusammenhange fur die einzelnen Stowerteinusse auf die kritischeReynolds{Zahl gewonnen werden. In Abbildung 5.9 sind die Kurven fur dieeinzelnen Eekte separat dargestellt.

































Abb. 5.9 : Vergleich der verschiedenen Stowerteinusse auf die kritischeReynolds{Zahl bei Gasen (Pr = 0:7) und bei Flussigkeiten (Pr =7:0) (K{Werte nach Tabelle 2.2, Tw = konst.)Dabei stehen die Bezeichnungen ; ; : : : an den jeweiligen Kurven fur die ent-sprechenden Einusse der einzelnen Ordnungen "KA; "2KA; : : : . Wie zuerwarten war, spielt bei Flussigkeiten (Abbildung 5.9 unten) der Viskositatsef-
110 Grenzschicht an der ebenen Plattefekt die entscheidende Rolle. Alle anderen Eekte sind hier zumindest fur kleineHeizraten vernachlassigbar klein. Bei Gasen (Abbildung 5.9 oben) ist dies nichtder Fall. Ein noch groerer Eekt ist hier durch die Temperaturabhangigkeit derDichte gegeben. Auch der kombinierte Eekt aus Dichte{ und Viskositatsande-rungen ist hier sehr stark. Eine geringere Rolle spielen die Eekte, welche durchAnderungen in der Warmeleitfahigkeit bzw. der isobaren spezischen Warme-kapazitat zustandekommen.Tabelle 5.1 : Einufunktionen Aij nach der kombinierten Methode(Gleichungen (5.13), (5.14); Tw = konst.)Pr = 0:7 Pr = 7:0A 2.39 4.62A -2.42 -4.78A 1.85 16.22A 5.20 20.81A2 1.93 1.85A2 -1.80 -1.63A -7.12 -37.10A -0.95 0.49Ac 0.21 -0.29A 0.79 -0.87Ac -0.22 0.135.4 Nichtlokale nichtparallele Stabilitatsanalyse der Grenzschicht-stromung an der ebenen Platte mit WarmeubergangDie nichtlokale nichtparallele Stabilitatsanalyse der Grenzschicht an der ebe-nen Platte basiert auf den vollstandigen parabolischen Stabilitatsgleichungen(2.12){(2.14) (s. Kapitel 2.2.2). Da die Berechnungen der vollstandigen Glei-chungen sehr aufwendig sind und daher eine Parameterstudie sehr viel Zeit inAnspruch nimmt, ist das Ziel dieses Abschnitts, einen Vergleich zwischen den











Abb. 5.10 : Vergleich der Indierenzkurven nach nichtlokaler nichtparalleler(PSE{Gleichungen) und lokaler paralleler Stabilitatsanalyse (Orr{Sommerfeld{Gleichung) fur konstante StowerteDieser soll Aufschlu daruber geben, inwiefern die Eekte variabler Stowertevon Eekten der Nichtparallelitat der Grundstromung beeinut werden. Un-tersuchungen von Bertolotti (1991) und auch von Govindarajan und Narashima(1995) haben gezeigt, da der Einu der Nichtparallelitat auf die Stabilitat derPlattengrenzschicht bei konstanten Stowerten nur sehr gering ist und im we-sentlichen im Bereich hoher Frequenzen zu beobachten ist (Anfachungsrate nachGl. (2.16)). Eigene Berechnungen der Indierenzkurven nach den Gleichungen(2.12){(2.14) zeigten ebenfalls dieses Verhalten und sind in Abbildung 5.10 imVergleich zu den Losungen der Orr{Sommerfeld{Gleichungen dargestellt.Die Bezugsgroen fur die PSE{Gleichungen sind entsprechend der Tabelle 2.1zu wahlen, wobei LB = 0(x0) ist. Damit geht man bei der Losung dieser
112 Grenzschicht an der ebenen PlatteGleichungen von einer festen Stelle x̂0 = x0=0(x0) aus, an der die Anfangs{und Randbedingungen gegeben sein mussen. Als Anfangsbedingungen dienendie in Kapitel 2.2.3 beschriebenen lokalen Losungen. Die Grundstromung ausKapitel 5.2 mu entsprechend des nun verwendeten Koordinatensystems (ŷ; x̂)transformiert werden. Aus Gleichung (5.2) ergibt sich	(x̂; ŷ) =  x̂̂x0!1=2 f(x; s) ; mit x̂0 = Re0 = U101 : (5.17)Daraus kann die Grundstromung zu @	(x̂; ŷ)@x̂ = v = 12px̂x̂0 24ŷ  x̂0̂x !1=2 f 0(x; s)  f(x; s)35 (5.18)und@	(x̂; ŷ)@ŷ = u = f 0(x; s) (5.19)berechnet werden. Fur die Koordinate quer zur Stromungsrichtung gilt ŷ =y=0 = s(x̂=x̂0)1=2. In den folgenden Abschnitten werden haug Ergebnisse derlokalen parallelen Analyse als Vergleich angefuhrt. Dabei gilt fur den komplexenParameter ̂ die Umrechnung̂ = ̂0(x0)(x) = ̂Re0Re : (5.20)Zum Vergleich zwischen lokaler paralleler und nichtlokaler nichtparalleler Theo-rie sind in Abbildung 5.11 zunachst die Amplitudenverhaltnisseln(A=A0) =  2 ReZRe0 i dRe (5.21)aufgetragen.

























Abb. 5.11 : Amplitudenverhaltnis ln(A=A0); Vergleich zwischen nichtlokalernichtparalleler Theorie (PSE{Gleichungen) und lokaler parallelerTheorie (Orr{Sommerfeld{Gleichung) fur konstante StowerteFur kleine Frequenzen ergibt sich bei einer nichtlokalen nichtparallelen Analysekaum ein Unterschied zur OSE{Analyse. Die Eekte der Nichtparallelitat ma-chen sich erst bei hohen Frequenzen bemerkbar. Da diese Frequenzen jedochnur geringer Anfachung unterliegen (Abbildung 5.11), sind sie fur die Tran-sitionsvorhersage unbedeutend. Die Stabilitatseigenschaften bzw. die kritischeReynoldszahl wird dahingegen gerade im Bereich hoher Frequenzen bestimmt.Es hat sich aber gezeigt, da die PSE{Analyse keine wesentlichen Veranderun-gen fur die kritische Reynolds-Zahl zu Folge hat (s. Abbildung 5.10). Auch derEinu variabler Stowerte, so stellte sich bei einigen Berechnungen heraus,wird hier nicht wesentlich anders sein als bei einer Orr{Sommerfeld{Analysedes Problems. Die Einufunktionen A und A wichen nur ca. 2{2.5 Prozentvon den Ergebnissen der lokalen parallelen Analyse ab (Testrechnung fur die


































Abb. 5.12 : Anfachungsraten 0. und 1. Ordnung. Vergleich zwischen nichtloka-ler nichtparalleler Theorie (PSE{Gleichungen) und lokaler paralle-ler Theorie (Orr{Sommerfeld{Gleichung) (Pr = 0:7, Tw = konst.)
Zusammenfassung 115In Abbildung 5.12 sind Anfachungsraten 0. und 1.Ordnung (Einusse der Sto-werte  und ) fur ein Fluid mit der Prandtl{Zahl Pr = 0:7 und zwei verschie-dene Frequenzen gezeigt. Auch hier ist kein wesentlicher Unterschied in den An-fachungsraten 1. Ordnung i, i feststellbar. Auch fur hohe Frequenzen, beidenen eine relativ groe Abweichung in den Anfachungsraten 0. Ordnung vor-liegt (s. Abbildung 5.12 oben) gibt es kaum Dierenzen zwischen den Losungender PSE{Gleichungen und denen der Orr{Sommerfeld{Gleichungen. Die Ab-weichungen in der Anfachungsrate i0 fur die Frequenz F = 220  10 6 wirkensich deutlich auf das Amplitudenverhaltniss ln(A=A0) aus, wie in Abbildung5.11 zu sehen ist.5.5 ZusammenfassungEs ist gezeigt worden, wie ein Temperaturfeld uber die Eekte variabler Sto-werte die Stabilitat von Grenzschichen bei erzwungener Konvektion beeinussenkann. Fur die Grenzschichtstromung mit Druckgradient ergab sich, da die ver-schiedenen Stowerteekte nicht als uberlagerte Eekte zu dem vorhandenenEinu des Druckgradienten auf die Stabilitat hinzuaddiert werden konnen.Es scheint eher so zu sein, da der Einu variabler Stowerte durch kleineDruckgradienten verstarkt wird, und dieser Eekt sich dann bei ansteigendem(@p=@x > 0) bzw. abfallendem (@p=@x < 0) Druckgradienten umkehrt. DiesesVerhalten hangt zusatzlich noch von der Prandtl{Zahl ab.Die Eekte hoherer Ordnung sowie der Einu der Randbedingungen ist ander Blasius'schen Grenzschicht untersucht worden. Es stellte sich herraus, dadie wesentlichen Eekte fur den untersuchten Prandtl{Zahlenbereich von derTemperaturabhangigkeit der Dichte und der Viskositat herruhren, und die Ein-ufunktionen in diesem Bereich die gleiche Groenordnung haben (s. Tabelle5.1). Die realen Eekte sind zusatzlich noch von der Beschaenheit des unter-suchten Fluides bzw. dessen Stoeigenschaften abhangig (s. Abbildung 5.9), soda die Stabilitatseigenschaften einer Stromung fur verschiedene Fluide sehr
116 Grenzschicht an der ebenen Platteunterschiedlich durch ein Temperaturfeld beeinut werden konnen.Die Analyse des Einusses anderer Randbedingungen ist auf den Vergleich zwi-schen qw = konst. und Tw = konst. beschrankt worden, da in diesen Fallen dieGrundstromung selbstahnlichen oder zumindest quasiselbstahnlichen Charakterhat. Es ergab sich nur ein unwesentlicher Unterschied in den Einufunktionen1. Ordnung.Der Vergleich zwischen der lokalen parallelen Stabilitatsanalyse mit Ergebnis-sen aus Berechnungen basierend auf den PSE{Gleichungen zeigte nur kleineUnterschiede. Der Vergleich in Form der Anfachungsraten 1. Ordnung deuteteaber daraufhin, da Abweichungen im gesamten Frequenzbereich gleichmaigklein bei wenigen Prozenten liegen.
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Abb. 6.1 : Schematische Darstellung zur Entstehung von Temperaturschwan-kungen in einer GrenzschichtstromungDie Wirkung eines Temperaturfeldes auf die Stabilitat einer Stromung liegtin der Temperaturabhangigkeit der Stowerte begrundet. Dabei kann es zweiunterschiedliche Eekte geben. Der erste Eekt resultiert aus der mittlerenTemperaturverteilung in der Stromung, so da alle Stowerte als Funktion
118 Thermische Rezeptivitatder mittleren Temperatur T angesehen werden konnen. Ein weiterer Eekttritt durch die Ausbildung eines Temperaturschwankungsfeldes auf, welchesaus der Schwankungsbewegung der Fluidteilchen resultiert. Einem Fluidele-ment widerfahrt nach Abbildung 6.1 folgendes: Das Fluidelement wird z.B.durch die Schwankungsbewegung aus einem wandnahen Bereich erhohter Tem-peratur, unter Mitnahme derselben, in einen Bereich geringerer Temperaturtransportiert. Das Fluidteilchen hat dann an dieser Stelle im Vergleich zur mitt-leren Temperatur T eine um T 0 hohere Temperatur. Dieser Dierenzbetrag kannals Temperaturschwankung interpretiert werden. Die beteiligten Stowerte sinddann nicht mehr nur Funktionen der mittleren Temperatur T sondern auch derSchwankungs{ oder Stortemperatur T 0.Der Einu der Temperaturschwankungen ist in der Vergangenheit sehr un-terschiedlich bewertet worden. Wahrend einige Autoren diesen Eekt ver-nachlassigten (Wazzan et al. (1972), Potter und Graber (1970)) , ist er beianderen Autoren ohne Einschrankung in die Analyse mit einbezogen worden.Unabhangig von der Groe des Eektes ist in der linearen Stabilitatstheorieimmer die Annahme gemacht worden, da die Form der Temperaturschwan-kungen exakt der der Geschwindigkeitsschwankungen entspricht (engl.: shapeassumption). Diese Annahme ist sinnvoll, solange die Temperaturschwankun-gen passiven Charakter haben, d.h. sich aus den Geschwindigkeitsschwankungennach Abbildung 6.1 entwickeln. Dieser Entwicklungsproze ist jedoch ein Prozemit diusivem Charakter und wird durch die thermische Energiegleichung (2.14)beschrieben. Es ist daher anzunehmen, da die Temperaturschwankungen zwarnach einer gewissen Zeit oder Distanz die Form der Geschwindigkeitsschwan-kungen annehmen, jedoch ist nicht klar, wie lange die Entwicklung dauert, undwie sich diese Entwicklung auf das Stabilitatsverhalten der Stromung auswirkt.Herwig und You (1996) untersuchten diesen Eekt in der Poiseuille Stromung,jedoch basierte die Analyse auf einem zeitlichen Anfangsrandwertproblem. Siebezeichneten die Entstehung von Temperaturschwankungen in Analogie zurEntstehung von Geschwindigkeitsschwankungen in einer Grenzschicht als ther-
Einu der Temperaturschwankungen 119mische Rezeptivitat.In der vorliegenden Arbeit werden die oben genannten Eekte mittels dervollstandigen PSE{Gleichungen untersucht. Das Anfangsrandwertproblem istdaher ein raumliches und berucksichtigt zudem noch Eekte der Nichtparalle-litat.6.2 Einu der Temperaturschwankungen auf die Stabilitat derGrenzschichtstromung an der ebenen PlatteZunachst soll die Groe des Eektes der Temperaturschwankungen auf das Sta-bilitatsverhalten der Grenzschicht an der ebenen Platte untersucht werden.
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0.1                                         1.0                                         10Abb. 6.2 : Vergleich der Einufunktionen A und A fur die Blasius'scheGrenzschicht mit und ohne TemperaturschwankungenIn Kapitel 5 hatte sich schon herausgestellt, da der Unterschied zwischeneiner Behandlung dieser Problematik mittels PSE{Gleichungen und OSE{Gleichungen vernachlassigbar gering ist. Daher wird zur Bestimmung der
120 Thermische RezeptivitatGroenordnung des Eektes auf die lokale parallele Stabilitatsanalyse zuruck-gegrien. Ergebnisse fur die ebene Platte bei Tw = konst. sind in Kapitel 5.3.1gezeigt worden. Hier sollen nun noch einmal die Einufunktionen 1. Ordnung(A, A) unter Vernachlassigung der Temperaturschwankungen bestimmt wer-den. Ein Vergleich mit den Einufunktionen aus Kapitel 5.3.1 ist in Abbildung6.2 zu sehen. Es zeigt sich, da der Einu der Temperaturschwankungen imDichteeekt A die entscheidende Rolle spielt, wahrend Temperaturschwankun-gen den Viskositatseekt A nur wenig beeinussen. Fur Pr ! 0 nimmt derEinu der Temperaturschwankungen in den Funktionen A und A ab, undes ist zu erwarten, da der Eekt fur den Grenzubergang Pr = 0 identischnull ist. Dies folgt aus der Struktur der thermischen Energiegleichung (2.14),welche dann bei endlichen Reynolds{Zahlen als r2̂ = 0 geschrieben werdenkann. Diese Gleichung hat im Fall homogener Randbedingungen, wie sie fur dieStortemperatur verlangt werden, nur die triviale Losung T̂ = 0.Der Dichteeekt ruhrt bei Prandtl{Zahlen um 1 fast vollstandig von den Tempe-raturschwankungen her. Da in diesem Prandtl{Zahlenbereich auch der absoluteWert von Viskositatseekt und Dichteeekt ca. gleich gro ist (s. Abbildung 5.9oben, Dichteeekt nicht vernachlassigbar), soll im nachsten Abschnitt gepruftwerden, inwiefern es realistisch ist, den Temperaturschwankungseinu als kon-stant bezuglich einer raumlichen Stabilitatsanalyse zu betrachten. In dem Fallmute die Entwicklung der Temperaturschwankungen bis zum kritischen Punkt(kritische Reynolds{Zahl) abgeschlossen sein.6.3 Entwicklung von Temperaturschwankungen in der Grenz-schichtstromung an der ebenen PlatteDa die thermische Energiegleichung fur die Schwankungsbewegungen (2.14) dif-fusiven Charakter besitzt, kann angenommen werden, da die Entwicklung derTemperaturschwankungen bis zur entgultigen Form uber eine gewisse Distanzvonstattengeht. Dies wird sicherlich nicht fur jede Stromung bzw. jedes Fluid
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Re = 252 Re = 255
Re = 265 Re = 282
Re = 300 Re = 320Abb. 6.3 : Entwicklung der Amplitudenfunktionen der Temperaturschwankungenin der Blasius'schen Grenzschicht (Pr = 0:7; F = 240  10 6)gleich sein, da der Einu der Diusionsterme durch die Parameterkombinati-on Pr Re = Pe (Peclet{Zahl) in seiner Groe bestimmt wird. Herwig und You
122 Thermische Rezeptivitat(1997) zeigten, da mit einer Reduzierung der Peclet{Zahl um den Faktor 10eine Verringerung der Anpassungszeit fur die Temperaturschwankungen um ca.20% einhergeht. Als Anpassungszeit wird die Zeitspanne deniert, in der sich dieTemperaturschwankung nach Einbringen einer Geschwindigkeitsschwankung ûvollstandig entwickelt, d.h. sich an die durch die "shape assumption" vorgegebe-ne Form angepat hat (zeitliche Analyse). Um eine entsprechende Berechnungfur die raumliche Entwicklung der Temperaturschwankungen durchfuhren zukonnen, wurden die vollstandigen PSE{Gleichungen mit der Anfangsbedingung̂(x̂0; ŷ) = 0 gelost. In diesem Fall kann dann analog zum zeitlichen Problemvon einer Anpassungslange gesprochen werden. Dabei entwickelt sich jedochdie Amplitudenfunktion der Temperaturschwankung hier nicht bis hin zu einerFunktion ̂(y), sondern pat sich langsam an die Form der Amplitudenfunktionan, die ein vollentwickeltes Temperaturschwankungsfeld an der jeweiligen Stellex̂ besitzt.Abbildung 6.3 zeigt die Entwicklungsstadien, welche die Amplitudenfuktion derStortemperatur durchlauft, fur ein Fluid mit der Prandtl{Zahl Pr = 0:7. Diegezeigten Amplitudenfunktionen der Stortemperaturen sind fur eine Frequenzvon F = 240  10 6 berechnet worden. Das Temperaturfeld wurde bei x̂ = 312:5"eingeschaltet" (Re = 250), d.h. bis zu dieser Stelle galt ̂(x̂; ŷ) = 0. Erst abdort konnte eine Entwicklung der Temperaturschwankungen erfolgen. Das Feldder Geschwindigkeitsschwankungen ist dabei als vollentwickelt angenommenworden. Es zeigt sich, da die durch die "shape assumption" vorgegebene Formschon nach einer Lauange, die etwa der 3.8{fachen Wellenlange entspricht, er-reicht ist. Damit davon ausgegangen werden kann, da diese Ergebnisse nichteine Folge numerischer Ungenauigkeiten sind, wurden mehrere Rechnungen mitverschiedener Auosung des Rechengebietes gemacht. Wie sich das transienteVerhalten der Temperaturschwankungen auf die Stabilitat der Stromung aus-wirkt, soll nun anhand der Anfachungsrate i gezeigt werden. Sofern nur einelineare Theorie bezuglich des Einusses der Stowerte (O(")) verfolgt wird,
































Abb. 6.4 : Entwicklung der Anfachungsraten i2 und i2 in Stromungsrich-tung (Blasius'sche Grenzschicht, Pr = 0:7, F = 240  10 6)
Zusammenfassung 1256.4 ZusammenfassungMit Hilfe der lokalen parallelen Stabilitatsanalyse ist festgestellt worden, inwelchen Fallen die Wirkung von Temperaturschwankungen auf die Stabilitatvon Grenzschichtstromungen berucksichtigt werden mu. Obwohl davon aus-gegangen werden kann, da diese fur kleine Prandtl{Zahlen Pr ! 0 abnimmt(s. Abbildung 6.2), kann der Eekt, wie im Falle der Einufunktion A, na-hezu den gesamten Anteil des entsprechenden Stowerteinusses ausmachen.Fur diese Falle ist es dann aber entscheidend, ob der Eekt schon unmittelbarnach "Einschalten" eines Temperaturfeldes vollstandig vorhanden ist. Diese An-nahme liegt der erweiterten Orr{Sommerfeld{Gleichung fur variable Stowertezugrunde. Da sich ergeben hat, da die Anpassungslange relativ kurz ist, kannzumindest bei Untersuchungen beheizter Grenzschichten mit einer Heizlange,welche groer ist als die Anpassungslange, bedenkenlos mit der erweiterten Orr{Sommerfeld{Gleichung gerechnet werden. Im Einzelnen mu jedoch vorher ge-nau untersucht werden, ob eine OSE{Analyse die Einusse von z.B. kurzenHeizstreifen (in Stromungsrichtung) auf die Stabilitat von Stromungen exaktgenug wiedergeben kann. Auch mu eine Untersuchung fur andere Frequen-zen und Prandtl{Zahlen gemacht werden, da nicht davon ausgegangen werdenkann, da das Rezeptivitatsverhalten einer Stromung bezuglich der Tempera-turschwankungen unabhangig von diesen Parametern ist.Im ubrigen decken sich die hier gefundenen Ergebnisse in etwa mit den Berech-nungen von Herwig und You (1997), die fur den Eekt variabler Viskositat i2bei ihrer zeitlichen Analyse eine Anpassungsdauer berechneten, die etwa dervierfachen Wellenlange entspricht (s.o.). Die Berechnungen sind dort fur eineKanalstromung mit konstantem Wandwarmestrom qw = konst. durchgefuhrtworden.
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7 Gesamtzusammenfassung und Diskussion
In der vorliegenden Arbeit sind Eekte temperaturabhangiger Stowerte, wel-che Folge eines dem Stromungsfeld uberlagerten Temperaturfeldes sind, fur dasStabilitatsverhalten verschiedener Stromungstypen untersucht worden. Die Un-tersuchungen basierten auf der linearen primaren Stabilitatstheorie. Als mathe-matische Modelle wurden zum einen die PSE{Gleichungen sowie die Gleichun-gen zur Bestimmung lokaler Losungen (s. Bertolotti (1991)), und zum anderendie erweiterten Orr{Sommerfeld{Gleichungen, jeweils fur variable Stowerte,hergeleitet. Letztere wurden fur eine Analyse sowohl der zeitlichen (Kapitel 3)als auch der raumlichen Entwicklung von Storgoen (Kapitel 4, 5, 6) eingesetzt.Da die PSE{Gleichungen bezuglich der erweiterten Orr{Sommerfeld{Gleichun-gen eine Theorie hoherer Ordnung darstellen (Hinzunahme der Nichtparalle-litatseekte), war es moglich, den Eekt variabler Stowerte in Kombinationmit dem Eekt der Nichtparallelitat der Grundstromung zu bestimmen.Die Eiusse variabler Stowerte sind mittels systematischer asymptotischerEntwicklungen der mathematischen Modelle bezuglich eines Heizparameters "untersucht worden. Diese basieren auf einer Taylorreihenentwicklung der Sto-werte um eine Bezugstemperatur T B. Eine vollstandige Entwicklung der Stabi-litatsgleichungen fur den Fall variabler Viskositat ist am Beispiel der horizon-talen beheizten Fluidschicht in Kapitel 3 durchgefuhrt worden. Es ist haugmit Nachteilen verbunden, diese Entwicklungen schon bei den mathematischenModellen durchzufuhren, da mitunter sehr aufwendige Herleitungen gemachtwerden mussen, die entsprechend fehleranfallig sind. Eine asymptotische Ent-wicklung der Ergebnisse in Form der kritischen Kennzahlen verlangt jedochlediglich die Berechnung sogenannter Einufunktionen, welche auch mit Hilfe
Gesamtzusammenfassung/Diskussion 127einer kombinierten Methode aus den nichtentwickelten Gleichungen bestimmtwerden konnen. Da man mit diesem Verfahren den groen Aufwand, der bei derEntwicklung der Stabilitatsgleichungen entstehen wurde, umgehen kann, ist esin den meisten Fallen zur Anwendung gekommen. Lediglich in einigen wenigenFallen kann eine konkrete Entwicklung helfen, Gleichungen zu vereinfachen.So ist z.B. die Grenzschichtstromung uber einer beheizten ebenen Platte beikonstantem Wandwarmestrom und variablen Stowerten keine selbstahnlicheStromung, und folglich sind die beschreibenden Gleichungen partielle Dieren-tialgleichungen. Mit einem speziellen Ansatz fuhrt die Entwicklung der Glei-chungen jedoch in diesem Fall zur Reduzierung des Problems auf gewohnlicheDierentialgleichungen (Kapitel 4, 5).Ausgehend von den Entwicklungen der Stowerte als Funktionen der Tempe-ratur konnten fur die kritischen Parameter, welche das Einsetzen der Insta-bilitat in den verschiedenen Stromungen beschreiben, asymptotische Reihenangegeben werden, die als allgemeingultige Zusammenhange angesehen werdenkonnen. Diese Reihen enthalten die Einufunktionen als universelle Koezien-ten sowie Stokennzahlen (K-Zahlen) und die Heizrate " als Parameter. DurchFestlegen der Stokonstanten kann mittels dieser Reihen dann fur das entspre-chende Fluid fur beliebige Werte von " der kritische Wert fur das Einsetzen derInstabilitat angegeben werden. Da es sich um asymptotische Entwicklungen derkritischen Parameter (Kennzahlen) handelt, konnen die so evaluierten Ergeb-nisse nur als Naherungslosungen bei endlichen Werten der Heizrate angesehenwerden. Es zeigte sich aber in allen Untersuchungen, da die Hinzunahme vonTermen hoherer Ordnung die Ergebnisse bei endlichen Werten von " erheblichverbesserte. Fast immer konnten so die wichtigsten Eekte zumindest tenden-tiell gut erfat werden.Im einzelnen sollen die Vorgehensweisen und Ergebnisse in den nachsten Ab-schnitten noch einmal zusammenfassend erlautert werden. Kapitel 3In Kapitel 3 wurde das Stabilitatsverhalten der horizontalen beheizten
128 Gesamtzusammenfassung/DiskussionFluidschicht behandelt. Das mathematische Modell wurde durch Linea-risierung der vollstandigen in Kapitel 2 vorgestellten Stordierentialglei-chungen unter Berucksichtigung einer zeitlichen Entwicklung der Storun-gen (absolut instabiles System) hergeleitet. Die Gleichungen sind dannzunachst fur den Fall temperaturabhangiger Viskositat bis zur 2. Ord-nung (O("2)) entwickelt worden. Zweck dieser Entwicklung war es, die Ein-ufunktionen fur eine Reihendarstellung der kritischen Rayleigh{Zahl inAbhangigkeit der Heizrate " zu erhalten. Sowohl die entwickelten Gleichun-gen als auch Berechnungen nach der kombinierten Methode zeigten, dadie kritische Rayleigh{Zahl eine gerade Funktion der Heizrate ist. Eine wei-tere allgemeingultige Aussage konnte bezuglich der Einteilung von Fluidengemacht werden. Fluide, bei denen der Viskositatseekt gegenuber allenanderen Stowerteinussen uberwiegt, konnen in zwei Gruppen eingeteiltwerden. Bei Fleuiden der ersten Gruppe (K2 > K2) setzt eine Konvek-tionsstromung fruher ein als bei Fluiden mit konstanten Stowerten. Einumgekehrtes Verhalten zeigen Fluide der zweiten Gruppe (K2 < K2).Sie werden erst bei hoheren Rayleigh{Zahlen gegenuber innitesimalenStorungen instabil. Eine solche Unterteilung anhand der Stoeigenschaf-ten ist praziser als nur eine Unterteilung in Gase und Flussigkeiten zuvollziehen, wie es in der Literatur haug geschieht.Die Untersuchungen bezuglich der Einusse der anderen Stowerte auf diekritische Rayleigh{Zahl sind mit der kombinierten Methode durchgefuhrtworden. Eine allgemeingultige Beziehung fur die kritische Rayleigh{Zahlwurde angegeben, die es zulat, fur jeden beliebigen Sto und jede beliebi-ge Bezugstemperatur den kritischen Wert der Kennzahl zu berechnen, ohneeine erneute Stabilitatsanalyse durchfuhren zu mussen. Es zeigte sich, dader Einu der Warmeleitfahigkeit  durch sehr groe Werte der Einu-funktionen im Ergebnis reprasentiert wird. Der reale Eekt wird jedochimmer im Zusammenhang mit den Stoeigenschaften (Stokennzahlen)bestimmt, so da die Groe der Einufunktionen in diesem Fall nur beiGasen zur Wirkung kommt (s. Abbildung 3.5). Ein weiterer wichtiger Ef-
Gesamtzusammenfassung/Diskussion 129fekt ist der Dichteeekt. Auch hier sind die Stokennzahlen entscheidend.So ist der reale Eekt in Gasen besonders hoch (groes K). Zu beruck-sichtigen ist jedoch, da dieser Eekt nur realistisch durch das Modellbeschrieben wird, wenn oene Syteme betrachtet werden, also die Dich-te naherungsweise druckunabhangig ist (s. Kapitel 3). Da die K{Zahlenfur die Viskositat bei Flussigkeiten, verglichen mit den K{Zahlen der an-deren Stowerte, besonders hoch sind, ist der Viskositatseekt dort er-wartungsgema der dominante Eekt. Der Einu temperaturabhangigerspezischer isobarer Warmekapazitat stellte sich als sehr gering heraus, dadie Temperaturabhangigkeit dieser Groe in den meisten Fallen gegenuberallen anderen Stowerten vernachlassigbar ist. Kapitel 4Die Stabilitat der naturlichen Konvektionsgrenzschicht an der vertikalenbeheizten Platte mit temperaturabhangigen Stowerten ist in Kapitel 4.3untersucht worden. Die Berechnungen, basierend auf der erweiterten Orr{Sommerfeld{Analyse, haben gezeigt, da entgegen der Meinung verschie-dener Autoren der Viskositatseekt fur Flussigkeiten, sofern nur Eekte 1.Ordnung betrachtet werden, fur T w < T 1 stabilisierend und fur T w > T 1destabilisierend wirkt. Umgekehrtes gilt fur Gase. Diese andere Beurtei-lung ist die Folge einer anders gewahlten Bezugstemperatur T B = T 1. Inder Literatur wird haug die Filmtemperatur T film = (T w+T 1)=2 verwen-det, die jedoch zu einer irrefuhrenden Beurteilung des Viskositatseektesgegenuber dem Fall konstanter Stowerte fuhren kann.Die Untersuchung der anderen Stowerteekte zeigte, da besonders derDichteeinu eine groe Rolle spielt, da hierfur die Einufunktion 1. Ord-nung (A) die groten Werte annimmt. Auch der Viskositatseekt wirddurch einen groen Wert der Einufunktion reprasentiert. Der reale Ef-fekt ist jedoch wiederum durch die Kombination aus Einufunktion undStokennzahl bestimmt, so da dieser je nach Fluid sehr unterschiedlichsein kann. Fur den in Kapitel 4.3 angegebenen Fall eines wasserahnlichen
130 Gesamtzusammenfassung/DiskussionFluides bei einer Bezugstemperatur von etwa 20oC war der starkste Eektauf die kritische Grashof{Zahl durch die Dichtevariation im Auftriebstermgegeben (AA{Eekt). Obwohl hier die Einufunktion 1. Ordnung nurverhaltnismaig kleine Werte annimmt, tritt aufgrund eines sehr groenWertes fur die K{Zahl (KA = 15:89) eine starke Beeinussung des Stabi-litatsverhaltens der Stromung auf. Im untersuchten Fall wirkte dieser Ef-fekt dem der Viskositat entgegen, so da eine Stabilisierung der Stromungeines wasserahnlichen Fluides fur T w > T 1 und eine Destabilisierung furT w < T 1 unter Berucksichtigung aller Eekte berechnet werden konnte.Die Anwendung der PSE{Gleichungen auf diesen Stromungstyp ist in Ka-pitel 4.4 erfolgreich durchgefuhrt worden. Dabei sind zunachst die vonBrooker (1996) eingefuhrten modizierten Gleichungen (lokale Losungen)uberpruft und mit den Ergebnissen der direkten numerischen Simulati-on (Brooker (1996)) verglichen worden. Gute Ubereinstimmung wurde er-wartungsgema fur groe Grashof{Zahlen gefunden. Daraufhin wurden dievollstandigen PSE{Gleichungen gelost und sowohl mit Ergebnissen der mo-dizierten Gleichungen als auch mit den Ergebnissen der direkten nume-rischen Simulation verglichen. Die vollstandigen PSE{Gleichungen zeig-ten eine bessere Ubereinstimmung mit den DNS{Ergebnissen im wand-nahen Bereich und auch im Bereich kleinerer Grashof{Zahlen. Der Ver-gleich der Indierenzkurven aus der PSE{Analyse (neutrale Kurven fur dieGeschwindigkeits{ und Temperaturschwankung) mit der neutralen Kurveaus einer OSE{Analyse fur eine Prandtl{Zahl von Pr = 0:733 (entsprichtin etwa Luft bei 293K und 1 bar) zeigte relativ groe Abweichungen zwi-schen den beiden Theorien. Dies liegt zum einen in der willkurlichen De-nition der Anfachungsrate und zum anderen in den zusatzlichen Nichtpar-allelitatseekten bei der PSE{Analyse begrundet. Kapitel 5In Kapitel 5.3 wurde die Stabilitat der Grenzschichtstromung mit bzw.ohne Druckgradient unter Einu eines Temperaturfeldes mit der thermi-
Gesamtzusammenfassung/Diskussion 131schen Randbedingung Tw = konst. untersucht. Die asymptotische Betrach-tung des Problems zeigt, da bei der erzwungenen Konvektion nicht alleStowerteekte von asymptotisch gleicher Groenordnung sind. Dichte{und Viskositatseekt treten hier als Eekte 1. Ordnung auf, wahrend dieTemperaturabhangigkeit der anderen Stowerte nur Eekte hoherer Ord-nung darstellen. Fur die Grenzschichtstromung mit Druckgradient sinddaher zunachst nur die Eekte 1. Ordnung untersucht worden. Dabei istbesonderes Augenmerk auf das Zusammenwirken von Druckgradient undEekten variabler Stowerte gelegt worden. Die Wirkung eines Druckgra-dienten auf die Stabilitat einer Stromung ist in bekannt. Ein negativerDruckgradient wirkt destabilisierend, ein positiver stabilisierend. Die An-nahme der zusatzlichen Verstarkung der Eekte variabler Stowerte durcheinen negativen oder positiven Druckgradienten erwies sich jedoch nur be-dingt als richtig. Es ist vielmehr so, da dies nur bei sehr kleinen sowohlpositiven als auch negativen Druckgradienten zutrit. Bei Erhohung bzw.Erniedrigung des Druckgradienten heben sich die Eekte dann jedoch teil-weise auf. Eine allgemeine Aussage ist deshalb und aufgrund des Einusseseines weiteren Parameters, der Prandtl{Zahl, nur begrenzt moglich.Eekte hoherer Ordnung sowie der Einu der thermischen Randbedin-gungen sind am Beispiel der Grenzschichtstromung an der ebenen Platteanalysiert worden (Kapitel 5.3.1). Wie zu vermuten war, sind die Eektehoherer Ordnung und im speziellen die Eekte variabler spezischer iso-barer Warmekapazitat bzw. variabler Warmeleitfahigkeit vernachlassigbargegenuber dem Einu der Dichte und der Viskositat auf die Stabilitatder Plattengrenzschicht. Wie gro jedoch die realen Eekte sind, hangtnaturlich von den Stodaten der untersuchten Fluide ab. Anhand der Ein-ufunktionen in Tabelle 5.1 konnen sie jedoch im Zusammenhang mit denStodaten in etwa abgeschatzt werden. Eine Verbesserung der Ergebnissewird bei diesem Stromungstyp durch die Hinzunahme der Terme hohererOrdnung erzielt. Fur die tendentielle Vorhersage des Stabilitatsverhaltensreicht es aber aus, nur Terme 1. Ordnung zu betrachten.
132 Gesamtzusammenfassung/DiskussionIn Abschnitt 5.3.1 sind Untersuchungen mit der thermischen Randbedin-gung qw = konst: gemacht worden. Hier zeigt sich nur ein unwesentli-cher Unterschied zu dem Fall konstanter Wandtemperatur, da Stromungs{und Temperaturfelder durch die andere Wahl der Randbedingung nur ge-ringfugig beeinut werden.Im zweiten Teil von Kapitel 5 (Kapitel 5.4) ist dann ein Vergleich zwi-schen den Ergebnissen der erweiterten Orr{Sommerfeld{Analyse und einerAnalyse basierend auf den PSE{Gleichungen durchgefuhrt worden. Es istjedoch nur bedingt moglich, hier einen Vergleich zu ziehen, da die Ergeb-nisse aus einer PSE{Analyse einen gewissen Freiheitsgrad aufweisen, dervon der Denition der Anfachungsrate herruhrt (s. Kapitel 2.2.3). Den-noch zeigen die Ergebnisse aus der lokalen parallelen Stabilitatsanalysedas gleiche Verhalten wie Ergebnisse aus der nichtlokalen nichtparallelenStabilitatsanalyse mit den PSE{Gleichungen. Der Unterschied wird vonvielen Autoren im Bereich hoher Frequenzen gesehen. Diese Aussage, sostellte sich bei der Berechnung von Anfachungsraten 1. Ordnung heraus,gelten nicht fur die Stowerteekte. Die Anfachungraten 1. Ordnung furden Dichte{ und Viskositatseekt zeigen in etwa die gleichen Abweichun-gen bei allen Frequenzen (s. Abbildung 5.12). Diese Abweichungen liegenaber im Bereich weniger Prozente. Eine Analyse der Stowerteekte furdie ebene Plattengrenzschicht auf Basis der PSE{Gleichungen ist dahernicht zwingend erforderlich. Kapitel 6Ziel der Untersuchungen in Kapitel 6 war die Beurteilung des Einusses derTemperaturschwankungen auf die Stabilitat einer Grenzschichtstromung.Die asymptotische Entwicklung der Anfachungsrate bis zur 1. Ordnunglat die Aufspaltung der Eekte in zwei Anteile zu. Der erste ruhrt vondem Einu des gemittelten Temperaturfeldes (Grundstromung) her, einweiterer Anteil stammt aus dem Einu des Temperaturschwankungsfel-des. Fur die Eekte 1. Ordnung (Dichte{ und Viskositatseekt) zeigte sich,
Gesamtzusammenfassung/Diskussion 133da grundsatzlich eine starke Prandtl{Zahlabhangigkeit besteht. Mit ab-nehmender Prandtl{Zahl verschwindet auch der Einu der Temperatur-schwankungen. Dabei unterschieden sich die Ergebnisse fur den Eekt va-riabler Dichte von denen fur den Eekt variabler Viskositat durch einenmehrfach groeren Anteil der Temperaturschwankungen an der Gesamtan-fachungsrate. Bei Gasen macht der Anteil der Temperaturschwankungennahezu den Gesamtanteil aus und ist folglich nicht zu vernachlassigen.In Kapitel 6.3 wurde das Entstehungsverhalten der Temperaturschwankun-gen und die damit verbundene raumliche Entwicklung der Anfachungsraten1. Ordnung untersucht. Dieser Eekt ist besonders dann von Bedeutung,wenn ein Temperaturfeld in der Grenzschicht nicht von Anfang an "ein-geschaltet" ist, wie es z.B. bei Stabilitatsbeeinussung durch Heizstreifender Fall ist. Da die thermische Energiegleichung fur die Temperaturstorungdiusiven Charakter besitzt, bedarf es einiger Zeit bzw. einer gewissen Ent-wicklungslange bis zur vollstandigen Ausbildung der Temperaturschwan-kung. Fur eine daraus resultierende Entwicklungslange der Anfachungsra-ten 1. Ordnung stellte sich ein wesentlich kleinerer Wert heraus. Wahrenddie Amplitudenfunktion der Temperaturstorung etwa die 3.8{fache Wel-lenlange fur das Erreichen der "endgultigen" Form benotigte, entfaltetesich die Wirkung auf die Stabilitat in Form der Anfachungsraten 1. Ord-nung schon nach ca. 0.5 (i2) bzw. 2 Wellenlangen (i2). Da dieses Verhal-ten noch von der Frequenz der Storung und von der Prandtl{Zahl abhangt,kann diese Aussage nur als Anhaltspunkt gesehen und mu im speziel-len Fall genauer untersucht werden. Fur die angegebenen Parameter istdie Annahme eines vollentwickelten Temperaturschwankungsfeldes jedochvertretbar. Wenn dies auch fur andere Frequenzen und Prandtl{Zahlenin ahnlicher Weise Gultigkeit besitzt, ist eine erweiterte Orr{Sommerfeld{Analyse bei relativ kurzen Heizstrecken nur mit geringen Fehlern behaf-tet, und sie kann dort problemlos eingesetzt werden. Bei einer ausreichendlangen Heizstrecke (einige Wellenlangen) ist kaum ein Unterschied im Ver-gleich zu Ergebnissen mit den vollstandigen PSE{Gleichungen zu erwarten,
134 Gesamtzusammenfassung/Diskussionzumal die Gesamtanfachungsraten (Eekt der mittleren und der Schwan-kungstemperatur) 1. Ordnung in Kapitel 5 keinen groen Unterschied er-kennen lieen.Zusammenfassend lat sich sagen, da die untersuchten Stromungen ein sehrunterschiedliches Stabilitatsverhalten in Bezug auf den Einu der Warme-ubertragung zeigten. Es konnten jedoch allgemeingultige Aussagen fur jedenStromungstyp angegeben werden, mit Hilfe derer es moglich ist, zumindest ten-dentielle Voraussagen fur das Auftreten von instabilen Zustanden in Abhangig-keit von der Heizrate anzugeben. Da es sich bei der angewandten Theorie umeine asymptotische Theorie fur kleine Heizraten handelt, ist nicht unbedingt zuerwarten, da die Ergebnisse bei endlichen Werten des Heizparameters " eingenaues Abbild der Realitat darstellen. Sie konnen jedoch in einigen Fallen alsbrauchbare Naherungen verwendet werden.
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A Losbarkeitsbedingung fur die Stabilitatsgleichungenerster und hoherer Ordnungen
Die aus der asymptotischen Entwicklung resultierenden Stabilitatsgleichungen1. und hoherer Ordnungen sind lineare Gleichungssysteme und konnen in derFormA~x = 1~b + ~c (A.1)geschrieben werden. Hierbei ist A eine komplexe NN Matrix mit Rang N-1.D.h., das homogene Gleichungssystem A~x = 0, welches fur die Stabilitats-gleichungen 0. Ordnung steht, hat eine nichttriviale Losung. Es existiert eineLU{Faktorisierung, so daA = LU ;wobei
L = 0BBBBBBBB@ l11 0    0l21 l22    0... ... . . . ...lN1 lN2    lNN
1CCCCCCCCAeine untere (lower) und
U = 0BBBBBBBB@ u11 u12    u1N0 u22    u2N... ... . . . ...0 0    0
1CCCCCCCCA





1CCCCCCCCA (A.2)Die Losbarkeitsbedingung fur das Gleichungssystem (A.1) ist dann1bN + cN = 0 : (A.3)Es ergibt sich unmittelbar der Wert fur 1, welcher {je nach Entwicklung{ derAnfachungsrate 1. Ordnung bzw. anderen Einufunktionen in der Stabilitats-analyse entspricht.
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B Numerische Aspekte der Losungsverfahren
B.1 GrenzschichtgleichungenDie Grenzschichtgleichungen (Kapitel 4, 5) sind partielle parabolische Die-rentialgleichungen. Die Berechnung dieser Gleichungen lat sich nach einer so-genannten marching procedure durchfuhren. Dabei konnte das Stromungs-feld und das Temperaturfeld ausgehend von einer Stelle x0 stromabwarts be-rechnet werden. Die Anfangs{ sowie die Randbedingungen an beiden Randernmussen vorliegen. In dieser Arbeit sind die Grenzschichtgleichungen fur Spezi-alfalle gelost worden, in denen das Stromungs{ und Temperaturfeld selbstahn-lichen oder quasiselbstahnlichen Charakter haben. In diesen Fallen konntendie Gleichungen auf gewohnliche Dierentialgleichungen zuruckgefuhrt werden.Zur Losung dieser Gleichungen ist dann ein n{Parameter Einschuverfahrenin Kombination mit einer Runge{Kutta{Integration verwendet worden. DieAnzahl der Einschuparameter richtet sich nach der Anzahl der zu losendenGleichungen und ist z.B. fur eine asymptotische Entwicklung der Grenzschicht-gleichungen bis zur 1. Ordnung n = 4.B.2 Stabilitatsgleichungen bei lokaler paralleler SabilitatsanalyseB.2.1 Tschebysche{KollokationsmethodeDie Stabilitatsgleichungen fur die lokale parallele Stabilitatsanalyse sindgewohnliche Dierentialgleichungen. Zur Losung dieser Gleichungen sind un-terschiedliche Verfahren verwendet worden, wodurch eine genaue Uberprufung












T = 8>>>><>>>>: 000 9>>>>=>>>>; ;mit
TN = 2666666664 T0(y1) T1(y1)    TN(y1)T0(y2) T1(y2)    TN(y2)... ... . . . ...T0(yN 1) T1(yN 1)    TN(yN 1)
3777777775 :
Numerische Aspekte 139Bei dieser etwas ungewohnlichen Darstellung werden die abhangigen Variablenû; v̂ und ̂ an jeder Stelle yn jeweils durch das Produkt der Matrix TN und dementsprechenden Spaltenvektor fĉ0a; ĉ1a; : : : ; ĉNagT dargestellt. Um wieder alledrei Gleichungen zu erhalten (Kontinuitats{, Impuls{ und Energiegleichung),mu fTN; TN; TNgT ein Spaltenvektor mit den SpaltenelementenTN sein. DieMatrixmultiplikation mit [K0 M0 E0]T ist dann fur alle y{Koordinaten gleicher-maen durchzufuhren.Die Matrix TN beinhaltet nur die y{Koordinaten von y1 bis yN 1. Es mussenalso noch die Randbedingungen diskretisiert werden, um das System (B.3) losenzu konnen. Sollen die Schwankungsbewegungen an den Randern verschwinden,so mu (B.1) fur y = 0 und y = yN (a = û; v̂; ̂) in (B.3) eingesetzt werden.Die Kollokationspunkte sind so zu wahlen, da die entsprechenden y{Ko-ordinaten den Ort der Maxima des Tschebysche{Polynoms mit der hochstenOrdnung n beschreiben (siehe z.B. Gottlieb et al. (1984)). Die Losung von Glei-chung (B.3) mit den entsprechend diskretisierten Randbedingungen kann mitHilfe eines einfachen Gaussverfahrens berechnet werden. Da das Problem (B.3)jedoch ein Eigenwertproblem mit einem nichtlinear vorkommenden Eigenwertist, mu ein solcher Losungsalgorithmus mit einem Newton{Verfahren bzw. miteiner Regula{Falsi{Methode (hier verwendet) zur Bestimmung der Eigenwertegekoppelt werden.B.2.2 EinschuverfahrenIn dieser Arbeit ist ein weiteres numerisches Verfahren zur Losung der Stabi-litatsgleichungen als Vergleichsmethode benutzt worden. Es soll hier stichwort-artig beschrieben werden. Eine ausfuhrliche Beschreibung ist z.B. bei Mack(1976), Schafer und Herwig (1993) sowie Schafer et al. (1995) zu nden. DasEinschuverfahren setzt sich aus drei wesentlichen Bestandteilen zusammen:1. Gram{Schmidt{Orthonormalisierung mit 6 Fundamentallosungen, ent-sprechend der Ordnung des Dierentialgleichungssystems bei Kopplung
140 Anhang Bder thermischen Energiegleichung an die Impulsgleichung2. Runge{Kutta{Integration3. Zwei{Parameter{Einschuverfahren (mit Regular{Falsi{Methode)Die Dierentialgleichungen werden in dieser Methode in ein System von Die-rentialgleichungen 1. Ordnung zerlegt, welche dann, ausgehend von den Funda-mentallosungen des Systems am Rand des Integrationsgebietes, integriert wer-den. Dabei werden die Fundamentallosungen nach einigen Rechenschritten einerGram{Schmidt{Orthonormalisierung unterzogen, um die durch die Steifheit desSystems aufkommenden numerischen Fehler zu vermeiden.Zum Vergleich der beiden Methoden sind in Tabelle B1 Eigenwerte fur die Orr{Sommerfeld Gleichung berechnet und gegenubergestellt worden.Tabelle B1: Vergleich der verschiedenen LosungsmethodenJordinson (1970) Kollokationsmethode EinschuverfahrenRe ! r i r i r i336 0:1297 0:3084 0:0079 0:30835 0:007939 0:30835 0:007941598 0:1201 0:3079  0:0019 0:30785  0:001897 0:30785  0:001894998 0:1122 0:3086  0:0057 0:30859  0:005709 0:30859  0:005705B.3 Stabilitatsgleichungen bei nichlokaler nichtparallelerStabilitatsanalyse (PSE{Gleichungen)Die PSE{Gleichungen sind ein Gleichungssystem partieller parabolischer Die-rentialgleichungen. Genau wie die Grenzschichtgleichungen werden sie durcheine "marching procedure" gelost. Die Losung erfordert das Vorhanden-sein von Anfangsbedingungen, die, wie schon in Kapitel 2.2.3 erlautert,durch die lokalen Losungen der PSE{Gleichungen bereitgestellt werden. Die-se sind mittels der schon beschriebenen Kollokationsmethode analog zum












Abb. B.1 : Vergleich der "backward Euler" Diskretisierung mit einer Zentral-dierenzdiskretisierung der PSE{Gleichungen in x{Richtung; DieAnfangsbedingungen sind hierbei abweichend von der korrekten lo-kalen Losung vorgegeben worden (F = 240  10 6, Blasius'scheGrenzschichtstromung).
142 Anhang BBei der Losung der Gleichungen stellt sich heraus, da es wahrend der erstenRechenschritte durch Ungenauigkeiten in den Anfangsbedingungen zur Ausbil-dung von Oszillationen in der Losung kommen kann (transientes Verhalten).Initialisierung̂; û; v̂; ̂ aus derlokalen Losung?̂ij; ûij; v̂ij; ̂ij - ̂ij+1; ûij+1; v̂ij+1; ̂ij+1̂ij = konst.Integration -
 HHHHHHHHHHHHHH @ûmax@x̂ < " ?Normierung ?Neini = i + 1? HHHHHHHHHHHHHH i > imax ?JaKeine Konvergenz? ENDE Nein̂ij = ̂i 1j + ̂ij
6 Ja
x̂j+1 = x̂j + x̂j
-
Abb. B.2 : Ablaufplan des Programms zur Berechnung der PSE{GleichungenEine sogenannte backward Euler Formulierung der niten Dierenzen ist furdie ersten Schritte daher angebracht, da dadurch die auftretenden Oszillationen
Numerische Aspekte 143gedampft werden (s. Abbildung B.1).[K0 M0 E0]T + [K1 M1 E1]T x̂ + [K2 M2 E2]T  ~	j+1 = (B.5)[K2 M2 E2]T ~	jDie Losung der vollstandigen Gleichungen erfolgt dann nach dem Schema B.2.B.4 ImplementierungDer vollstandige Quellcode des Programmes zur Berechnung der PSE{Gleichungen umfat 18 Unterprogramme. Innerhalb dieser 18 Unterprogram-me werden sowohl die Grundstromungsgleichungen (Grenzschichtgleichungen,Kapitel 4 und Kapitel 5) gelost als auch die lokalen Stabilitatsgleichungen zurBestimmung der Anfangsbedingungen (lokale Losungen). Weiterhin sind Un-terprogramme zur Steuerung der Ein{ und Ausgabe vorhanden sowie zwei Un-terprogramme zur Losung eines linearen Gleichungssystems (Gauss{Verfahren,LU{Dekomposition). Aufgrund dieser Komplexitat soll hier auf ein komplettesProgrammlisting des erstellten Codes verzichtet werden. Es soll statt dessen ge-zeigt werden, in welcher Weise die Umsetzung des physikalischen Problems ineinen Algorithmus vollzogen wurde. Zu diesem Zweck werden die wesentlichenPunkte der Implementierung im folgenden erlautert.B.4.1 DiskretisierungSowohl die vollstandigen PSE{Gleichungen als auch die Orr{Sommerfeld{Gleichungen und die Gleichungen zur Bestimmung der lokalen Losungen sindsenkrecht zur Stromungsrichtung durch ein Tschebysche{Kollokationsver-fahren diskretisiert worden (s. Kapitel B.2.1). Dabei wird jede abhangige Groedes Problems nach (B.1) als Summe von Tschebysche{Polynomen dargestellt.Die diskretisierten Gleichungen lassen sich dann nach (B.3) als Produkt aus





























mit̂A = [K0 M0 E0]T + [K1 M1 E1]T x̂ + [K2 M2 E2]T  8>>>><>>>>: TNTNTN 9>>>>=>>>>;und̂D = [K2 M2 E2]T 8>>>><>>>>: TNTNTN 9>>>>=>>>>; :Gleichung (B.8) kann dann direkt in das Programm ubernommen werden. Da-bei sind die Koezienten der Tschebysche{Polynome (ĉna;j) an der Stelle jaus dem letzten Schritt (in x{Richtung) bekannt und damit auch die gesamterechte Seite ~̂R. Zu berechnen sind nur noch die Koezienten (ĉna;j+1) an derStelle j + 1 (Losungsvektor). Die Ubertragung dieser Gleichung in das Pro-gramm wird durch Tabelle B2 verdeutlicht, die die Koeezientenmatrix Â unddie diskretisierten Randbedingungen (B.6) und (B.7)enthalt (ohne therm. Ener-giegleichung). Sowohl die Matrix Â, als auch der Vektor ~̂R sind an der Stellej + 1=2, also jeweils bei x̂=2 zu bestimmen.Die Rechte Seite der Gleichung (B.8) kann in ein ahnliches Schema geschriebenwerden, jedoch handelt es sich hierbei nicht um eine Matrix sondern um einenVektor ~̂R (s. Tabelle B3).Sind nun die Koezientenmatrix Â und der Vektor ~̂R in entsprechenden Feldernim Programm abgelegt, geht es darum die Vektoren ~̂cnu;j+1; ~̂cnv;j+1 und ~̂cn;j+1
146 Anhang Bzu bestimmen, also die Koezienten der Tschebysche{Polynome an der Stellej + 1.Tabelle B2 : Belegung der Koezientenmatrix Â fur die linke Seite der PSE{Gleichungen (Diskretisierung in x{Richtung nach (B.5))I = n + 1 (n = 0 : : :K   1)Â û v̂y J 1 : : : K K+1 : : : 2Ky = 0 1 1 0y = y1 2... ... [(K0 +K1) x̂+K2]u Tn(y) [(K0 +K1) x̂+K2]v Tn(y)y = 1 K ( 1)n 0y = 0 K+1 0 1y = y1 K+2... ... [(M0 +M1) x̂+M2]u Tn(y) [(M0 +M1) x̂+M2]v Tn(y)y = 1 2K 0 ( 1)nDas System (B.8) kann vereinfacht alsÂ~c = ~̂R (B.9)dargestellt werden. Ein solches Gleichungssystem lat sich problemlos mittelsder LU{Faktorisierung oder mit einem Gaussalgorithmus nach dem gesuch-ten Vektor ~c auosen. Dabei ist jedoch zu beachten, das ein Gaussalgorithmusmehr Rechenoperationen erfordert und daher auch mehr Rechenzeit in An-spruch nimmt, als die LU{Faktorisierung. Aus diesem Grund ist im Programmder LU{Faktorisierung der Vorzug gegeben worden.Zur Losung des Systems (B.8) ist die Vorgabe von Anfangswerten fur die Funk-tionen û(y); v̂(y); ̂(y) und die Anfachungsrate ̂ an einer Stelle x̂0 (Re0; Gr0)
Numerische Aspekte 147notig. Sie konnen, wie in Kapitel 2 schon angesprochen, durch Losung des Ei-genwertproblems (2.24) erhalten werden.Tabelle B3 : Belegung des Vektors ~̂R fur die rechte Seite der PSE{Gleichungen(Diskretisierung in x{Richtung nach (B.5))~̂R n = 0 : : :K   1y J Kontinuitatsgleichungy = 0 1 NXn=0 ĉnu;jy = y1 2... ... K2 NXn=0 fĉnu;j ; ĉnv;jgT Tn(y)y = 1 K NXn=0 ĉnu;j ( 1)nImpulsgleichungy = 0 K+1 NXn=0 ĉnv;jy = y1 K+2... ... M2 NXn=0 fĉnu;j; ĉnv;jgT Tn(y)y = 1 2K NXn=0 ĉnv;j ( 1)nMit diesen Anfangswerten wird dann die Integration von (B.8) mittelsLU{Faktorisierung durchgefuhrt. Dabei wird an die Losung die Bedingung@ûmax=@x̂ < " (" ist eine kleine Zahl, z.B. " = 10 6) geknupft (s. Kapitel 2.2.2,Normierungsbedingung). Der Wert von ̂ wird solange entsprechend der durchdie Regula{Falsi{Methode gegebenen Vorschrift geandert (Iteration: i = i+ 1),
148 Anhang Bbis diese Bedingung erfullt ist. Erst dann kann die Integration in x{Richtungfortschreiten (x̂j+1 = x̂j + x̂j).B.4.2 ProgrammeigenschaftenDie Genauigkeit der Losungen der PSE{Gleichungen ist von verschiedenen Fak-toren abhangig. So spielen z.B. Anzahl und Verteilung (Parameter C) derKollokationspunkte eine wichtige Rolle. Aber auch die Schrittweite x̂ hateinen entsprechenden Einu auf die Losungen (s. Bertolotti (1991)). Aller-dings, so stellte sich heraus, konnen keine konstanten Werte hierfur angegebenwerden, da diese je nach untersuchtem Problem, Frequenz der Storbewegungund Reynolds{Zahlenbereich stark variieren konnen. So wurde fur die Grenz-schichtstromung bei erzwungener Konvektion eine Anzahl von K = 40 : : :50Kollokationsstellen in Kombination mit einer Verteilungskonstanten C  19verwendet. Fur die Untersuchungen an der naturlichen Konvektionsgrenzschichtwaren hingegen K = 50 : : : 60 Kollokationsstellen notig und die Verteilungskon-stante lag bei C = 7 : : : 13 (Je nach Frequenz der Storbewegung und Reynolds{Zahlenbereich). Die optimale Schrittweite fur das verwendete Verfahren variier-te hier starker als bei der erzwungenen Konvektion. Sie lag zwischen x̂ = 3und x̂ = 20 gegenuber x̂ = 6 : : : 10 fur die Stabilitatsberechnungen bei z.B.der Blasius'schen Grenzschichtstromung.Der Algorithmus zur Losung der vollstandigen PSE{Gleichungen (marchingprocedure) ist ezienter als der Algorithmus zur Bestimmung der lokalenLosungen, da das Gleichungssystem bei gleicher Anzahl der Kollokationsstellenum den Faktor 4 kleiner ist. So benotigt die "marching procedure" fur einenSchritt x̂ bei 5 Iterationen ca. 6.2 Sekunden, die Eigenwertbestimmung furdie lokale Losung hingegen 42.4 Sekunden (6 Iterationen). Beide Zeitangabenwurden aus einer Rechnung auf einer HP 9000/889 K460 mit 40 Kollokati-onsstellen gewonnen.
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